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 مقدمه 

علوم   با توجه به توسعه روز افزون علم و آشنایی با روش های آماری و محاسبات آماری از جمله نیازهای

. این کتاب  بر اساس تجربه ی  سال ها تدریس در دروس مختلف  جهت سهولت در درس  تجربی است

نوشته شده است.  این مجموعه  شامل تدریس کلیه مطالبی است    کاربرد آن در مدیریتآموزش آمار و  

ب درسی به  که در سالهای متفاوت در آزمون های مختلف مطرح شده می باشد و با توضیح ساده هر مطل 

همراه مثال های کاربردی و نکات مهم می باشد. در این اثر سعی شده است تا پاسخ هر مثال به صورت  

کاربرد آن در مدیریت کاملا ساده و روان بیان شود تا کلیه دانشجویانی که نیاز به منبعی در مورد آمارو  

گونه پیشنهاد در مورد بهبود این کتاب را دارند بتوانند از مطالب آن استفاده کنند.  .  خواهشمند است هر

 اطلاع دهید.   09123211078شماره   اینجانب با  به  

 با تشکر 

 علی زارعی
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 نمونه گیری 

به طور کلی انواع روش های نمونه گیری را می توان در دو بخش نمونه :     هاروشهای نمونه گیری برآوردگر

 .گیری احتمالی و دیر احتمالی جای داد

 نمونه گیری دیر احتمالی   - 1

(a            در دسترسb       داوطلب )(c          هدفمند(d           سهمی(e  )بدون نظم)دیمی 

(f    )شبکه ای )گلوله برفی 

 نمونه گیری احتمالی   - 2

(a      تصادفی ساده(b      )سیستماتیك )منظمc  (         طبقه بندی(d خوشه ای 

در نمونه گیری احتمالی هر یك از واحدهای جامعه می توانند با احتمالی مشخص در نمونه قرار گیرند. در 

حالیکه در نمونه گیری دیر احتمالی انتخاب نمونه براساس قوانین احتمالات صورت نمی گیرد و نمونه به 

لی  ادلب دیر تصادفی و . بنابراین اشتباهات برآوردهای دیر احتماتهیه می شودقياوت انسانی    کمك

دیرقابل اندازه گیری است. در این روش ها هر قدر که حجم نمونه را بزرگ اختیار کنیم  نمونه ها ادلب 

نمی توانند معرف واقعی جامعه باشند. اما با این حال گاهی اوقات نمونه گیری دیراحتمالی بهترین روش 

یکی از مهم   .چارچوب نمونه گیری وجود نداشته باشدنمونه گیری می باشد. مانند زمانی که امکان تهیه  

بزرگ است. در  پیمایش های  مقدماتی  نمونه گیری دیراحتمالی  استفاده در مطالعات  ترین کاربردهای 

نمونه یچنین مواردی که هدف تعی و روش  نمونه  )برای تعین حجم  اندازه گیری  مورد  ن واریانس صفت 

 . نیست  احتمالی  گیری  نمونه  های  روش  به  احتیاجی  باشد    می  …گیری وگیری( یا تست پایایی ابزار اندازه  

  نمونه گیری دیر احتمالی  - 1

(a  این روش ضعیف ترین نوع نمونه گیری دیر احتمالی است.  که در آن نمونه ها داوطلبانه   : در دسترس

نشجویان که در یك درس انتخاب واحد کرده اند  این نمونه ها در او هدفمند هستند مانند گروهی از د

eجم  آوری اطلاعات اکتشافی مفید است ولی امکان برآورد خطا) x = چون  ر آن وجود ندارد. و  ( د  −

  معرف کل جامعه نیست روایی بیرونی ندارد  

    b  )این روش نیز دیر احتمالی است چون نمونه ها بطور تصادفی انتخاب نشده اند و امکان دارد   :  داوطلب

 جهت دار باشد و برآورد با آنها برآورد صحیحی از جامعه ندهد.  

 مصاحبه بدون ساختار   : این گونه مصاحبه به طور معمول از پژوهش هایی که در رابطه با سرگ شت  

زندگی افراد باشد بهره  گیری میشود و کاربرد فراوانی در روش تحقیق جهت تحلیل آماری دارد. در  

روش مصاحبه بدون ساختار پژوهشگر سعی می کند که نقاط عقیده ها یا شرایط مصاحبه شوندگان را 

 درب کند             

http://www.hafezpazhoh.ir/


 تهیه و تنظیم :علی زارعی                                    و کاربرد آن در مدیریتآمار                               انتشارات حافظ پژوه

81 
 

شده است. ریزی  سؤالات از پیش تعیین شده و برنامه مصاحبه ساختار یافته در:  مصاحبه ساختار یافته

ترین آزادی شونده در پاسخگویی به سؤالات کم مصاحبه. شودسؤالات به ترتیب مشخصی پرسیده می

 .   دارد. از انعطاف پ یری پایینی برخوردار است مصاحبه عمل ممکن را در مقایسه با انواع دیگر

شواهدی برای بررسی  مصاحبه تاییدی : در مواقعی استفاده می شود که حجم نمونه بسیار زیاد بوده و  

 داده هایی که از قبل جم  آوری شده فراهم می کند. 

   (c  )معمولا در نمونه گیری قياوتی انتخاب سنجیده واحدها به طریقی صورت می :    قياوتی) هدفمند

گیرد که هریك معرف بخشی از جامعه مورد نظر باشند. به عنوان مثال فرض کنید قصد داریم به بررسی 

نوجوانانی که از خانه فرار کرده اند بپردازیم و مصاحبه با چنین افرادی ضروری است. از آنجایی وضعیت  

که تهیه لیستی از این افراد ممکن نیست  محقق سعی می کند به مکان هایی مانند پارب ها  ترمینال ها 

 نمونه   روش  این.  کند  شناسایی  خاص  های  مکان  در  را  نظر  مورد  افراد  عمدی  طور  به  و  کرده  مراجعه  …و

فهم نظری و تجربه پیشین محقق از جمعیت مورد مطالعه   براساسمورد بررسی    موضوع  به  توجه  با  گیری

  در نمونه گیری هدفمند ملاب تعیین حجم نمونه اشباع شدن است .  .است

   (d در این روش جامعه آماری به چند طبقه تقسیم شده سپس به اختیار سهمی به هر طبقه : سهمیه ای

ختصاص داده می شود و در ادامه نمونه هایی را که دسترسی به آن ها ساده تر است به دلخواه انتخاب ا

یار می می کنند. البته ممکن است جامعه مورد مطالعه طبقه بندی نشود  در این حالت نیز آنقدر نمونه اخت

 .شود تا حجم نمونه مورد نظر حاصل شود

برای مثال فرض کنید می خواهیم به بررسی رضایت شغلی کارکنان صنای  بزرگ استان تهران بپردازیم و 

قبل از مرحله اصلی گردآوری داده ها احتیاج به یك مطالعه مقدماتی برای سنجش واریانس صفت مورد  

م و از طرفی براساس تحقیقات قبلی می دانیم رضایت شغلی کارکنان نظر  روایی و پایایی پرسشنامه داری

نفر در نظر گرفته شده باشد   50صنای  مختلف با یکدیگر تفاوت دارد. با فرض این که حجم نمونه مقدماتی  

ین یو با در نظر گرفتن نسبتی از کل کارکنان که در هر صنعت مشغول به کار هستند  سهمیه هر گروه را تع

 .ممی کنی

در نمونه گیری سهمیه ای دالبا آن دسته از ویژگی هایی که که در تحقیقات پیشین هم تشخیص داده 

نمونه گیری سهمیه ای تا حد زیادی به تحقیقات پیشین شده اند مورد مطالعه قرار می گیرند به همین دلیل  

م توجه به برخی ویژگی . مشکل دیگر این روش عدآمده در میدان تحقیق وابسته است  و یافته های بدست

ساختار نمونه و جمعیت در نمونه گیری سهمیه   تشابههای جمعیت مورد نظر است. اما در مجموع با توجه به  

ای  احتمال معرف بودن برآوردهای حاصل از آن بیش از برآوردهایی است که از نمونه گیری اتفاقی یا 

 و خطای آن کمتر است.      .قياوتی به دست می آید

   (e )در این روش محقق افرادی را مورد مطالعه قرار می دهد که در دسترس  :    اتفاقی) بدون نظم یادیمی

هستند و مصاحبه گر در چارچوب تعداد و حجم نمونه افرادی را به طور اتفاقی انتخاب کرده و با آن ها 

ایشگاه بسنجد  از مصاحبه می کند. به عنوان مثال محققی که می خواهد نگرش مردم را نسبت به یك نم

میان افرادی که از نمایشگاه دیدن کرده اند به طور اتفاقی چند نفر را انتخاب می کند. با توجه به موضوع 

تحقیق مکان هایی که این نمونه گیری می تواند در ان صورت گیرد مانند ایستگاه اتوبوس  بازار  فروشگاه  
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که در نمونه گیری قياوتی محقق افراد خاص را انتخاب   نکته قابل توجه این است  .باشد  می  … بیمارستان و

می کند اما در نمونه گیری اتفاقی  هرچند محقق در مکان های خاصی قرار می گیرد  اما به طور اتفاقی 

توأم   در آن مکان ها انتخاب می کند. نمونه گیری اتفاقی عمدتا با مشاهده مشارکتی و آزمایشیرا  افرادی  

است و از طریق آن محقق همواره موضوعات و محیط هایی را که به آسانی قابل دسترسی باشند  مورد  

   نمونه گیری به روش اتفاقی راحتر است .  .مطالعه قرار می دهد

(f   این روش در مقایسه با دیگر روش های ذکر شده چندان منظم (:  یا زنجیره ای  )گلوله برفی  شبکه ای

مطالعات   بیشتر در تحقیقات قوم نگاری مورد استفاده قرار می گیرد تا درد کمتری دارد و  نیست  کاربر

 .پیمایشی

این فن شامل شناسایی برخی افراد مهم یك جمعیت و مصاحبه با آن ها است  سپس محقق به پیشنهاد 

این افراد برای مصاحبه به سراغ افراد دیگر می رود. در این روش هسته کوچك اصلی  با افزایش مرحله 

تحقیق نیز افزایش   زمین بزرگ می شود  نمونه روی  بر    دلتیدنای  رشد می کند و مانند گلوله برفی که با  

وجود ندارد و از   زمانی مورد استفاده قرار می گیرد که چارچوب نمونه گیری می یابد. این روش معمولا  

به عنوان .  را جامعه را پیدا کرداعيای پنهان    و میتوان    .طرفی افراد نمونه نسبت به یکدیگر شناخت دارند

معتادان بپردازیم. در این صورت با شناسایی تعدادی   مثال فرض کنید می خواهیم به علل اعتیاد از دیدگاه

ه هستند  از آن ها نام نشانی افراد دیگر را که می شناسند جویا شده و به باز معتادان که حاضر به مصاح

این ترتیب به تعداد مورد نیاز نمونه تهیه کنیم. از این روش هنگامی استفاده می شود که اعيای گروه 

یگر در ارتباط بوده و دارای ویژگی های مشترب باشند. مزیت این روش در این است هدف به نوعی با یکد

که محقق می تواند به بررسی کل شبکه بپردازد اما از طرف دیگر او تنها محدود به کسانی خواهد بود که  

   .در این شبکه مرتبط به هم قرار دارند

g  ) اصل شده و اطلاعات لازم گرفته می شود. در  در این روش تنها با گروه های معینی تماس ح:    گروهی

این روش محقق براساس تجربه شخصی و یا تجارب مشابه دیگران  یك گروه اجتماعی را معرف جامعه ای 

که به آن تعلق دارند  می یابد و با آن ها مصاحبه می کند. گروه مورد مطالعه می تواند اعيای شورای 

 اما   باشند   جامعه  معرف   است ممکن  هرچند ها  نمونه   این  نتای .  باشند  …اسلامی روستا   ریش سفیدان و

 .داد  تعمیم   مطالعه  مورد جامعه به   آماری اطمینان با توان  نمی

 نمونه گیری احتمالی   - 2

(a   مساوی  شانس   دارای   انتخاب  مورد  واحدهای    در این روش نمونه گیری  :   تصادفی ساده 
n

N
 انتخاب  برای  

ین احتمال است که معین می قوان  اینجا  تعداد جامعه است در  Nتعداد نمونه و  nکه در آن    .  هستند  شدن

 استفاده   طریق  از   ویا   است  کشی  قرعه   طریق  از  یا  انتخاب.  شوند  انتخاب  جامعه  از  افراد   کند کدام واحدها یا

  قرعه  روش  دردر نمونه گیری تصادفی افراد از فهرست جامعه انتخاب می شوند  .تصادفی  اعداد  جدول  از

رعه از ق  قید  به  سپس  و   شود  می   تهیه  آنها   اسامی  یا  و   شده  بندی   شماره  افراد  یا  واحدها  کلیه  ابتدا   کشی

برای کنترل واریانس در گمارش تصادفی اثر یك متغیر بین آنها تعداد لازم برای نمونه انتخاب می شود.  

می   انجاماین نمونه گیری معمولا به یکی از روشهای زیر  در بین گروه های مورد بررسی توزی  می شود.   

   شود
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روش نمونه انتخابی کنار گ اشته شده و ح ف  در این   :   جایگ اری  بدون  ساده   نمونه گیری تصادفیالف(  

 هر   استخراج   احتمال   که    ك ویژگی مهم نمونه گیری تصادفی ساده بدون جایگ اری این استمیشود ی

هر استخراجی مساوی با احتمال استخراج آن واحد مشخص در استخراج اول   در  جامعه  از  مشخص  واحد

رابطه  .  است از  انتخابی  نمونه  تعداد 
( )

N!N
n n! N n !

  = 
− 

آید می  انتخابدست  احتمال  و  رابطه  ب.  از 

p(A)
N
n

=
 
 
 

1
 بدست می آید  

 را آن واحد هر انتخاب از  پس  واحد نمونه  nانتخاباگر در :مونه گیری تصادفی ساده با جایگ ارینب(  

 در   نامند  می   با جایگ اری  ساده  تصادفی  گیری  نمونه  دهیم  انجام  بعدی  انتخاب  و   گردانیم    بر   جامعه  به

 گیری   نمونه   طرح  این   در  همچنین .  است  دیگر  واحدهای   انتخاب   از   مستقل  واحد  هر   انتخاب   روش  این 

 .دارد  وجود ها  نمونه دوباره  و   مجدد انتخاب احتمال

     (b  )نمونه گیری سیستماتیك مشتمل بر گزینش واحدها به روشی سیستماتیك :    سیستماتیك )منظم

و در نتیجه به صورتی دیر تصادفی است. منظور از این فن نمونه گیری معمولا پخش کردن واحدها به طور 

ادلب به این ترتیب دخالت داده می شود که اولین یکنواخت بر روی چارچوب است عنصر تصادفی بودن 

واحد را به طور تصادفی انتخاب می کنند . در این صورت گزینش اولین واحد  بقیه واحدهای نمونه را معین 

Nیعنی ابتدا   .می کنند
I

n
را انتخاب      Iرا بدست می آوریم سیس یك عدد بطور تصادفی کمتر از    =

نفر   100نمونه انتخاب شود . مثلا از  nبه نمونه انتخابی اضافه میکنیم تا تعداد      Iمیکنیم. سپس به اندازه  

نمونه   از    5بخواهیم  اول  کنیم  انتخاب  سپس   100تا    1نفری  میکنیم  گ اری  شماره  را  افراد 
100

20
5

N
I

n
= =  20تا  20سپس  2انتخاب میکنیم مثلا   5و  0را محاسبه میکنیم آنکاه عددی بین  =

هر گاه عنصرهای جامعه بطور میشود.    82- 62- 42- 22- 2  تا جلو میرویم یعنی انتخابهای ما شماره های 

تصادفی شماره گ اری شوند دقت نمونه گیری سیستماتیك )منظم( با نمونه گیری تصادفی ساده برابر 

 است.

   c  (  و   که ترکیب جامعه همگن نباشد: از این  روش نمونه گیری در مواقعی استفاده میشود    طبقه بندی

در این روش نمونه گیری برای اجتناب از اشکالاتی که ممکن است افراد دارای صفات دیر مشترکی باشند.

 متمایز   یکدیگر  از  را  آنها   که  خصوصیاتی   به  بسته  را    آماری  جامعه   افراد  شویم   مواجه   در روش قبلی با آن

ه ای  واحدهای جامعه مورد . در نمونه گیری تصادفی طبقکنیم  می   تقسیم   مختلف   طبقات  به    سازد  می

مطالعه در طبقه هایی که از نظر صفت متغیر همگن تر هستند  گروه بندی می شوند. به این ترتیب تغییرات 

در نمونه گیری طبقه بندی تغییرات داخل طبقات کم و تغییرات بین   .در درون گروه ها حداقل می شود

جامعه  متغیری به عنوان ملاب در نظر گرفته می معمولا برای طبقه بندی واحدهای  طبقات زیاد است.  

تناسب با جمعیت هر م   و   نیاز  مورد  تعداد  به  سپس.شود که با صفت متغیر مورد مطالعه بستگی داشته باشد

 به   هم   و  باشد  تصادفی  روش  به   هم  تواند   می  افراد  انتخاب .   کنیم  می   انتخاب  را  نمونه   افراد   یك از طبقات

  و  گروهها  در  جمعیت  توزی   که  همگن   نا  جمعیتهای  بنابر این این روش در  .  سیستماتیك  تصادفی  روش

نمونه گیری تصادفی طبقه ای هنگامی که  بخواهیم نمونه استفاده میشود.    است   متفاوت  مختلف   طبقات
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ای نسبتا کوچك از جامعه ای بزرگ که شامل چند زیر گروه عمده باشد انتخاب کنیم  که نشانده دهنده 

باشد و انتخاب بر اساس اصول احتمال باشد استفاده می شود در این روش اطلاعات از یك   هدف نمونه

وا  این روش  در  دانشگاه  دانشجویان یك  انتخاب  مانند  متفاوت است  دیگر  با طبقه  )تغییر طبقه  ریانس 

 پ یری( هر طبقه باید از واریانس کل کمتر باشد در دیر اینصورت دقت کاهش پیدا می کند.

ابتدایی در شهر تهران    ششم پایه  مدارس تیز هوشان  برای مثال به منظور بررسی نسبت قبول شدگان در    

سب محل آن ها به پن  و رابطه آن با محل جغرافیایی دبستان  می توان دبستان های شهر تهران را برح

طبقه تقسیم کرد. طبقه اول دبستان های شمال دربی  طبقه دوم دبستان های شمال شرقی  طبقه سوم 

دبستان های مرکزی  طبقه چهارم دبستان های جنوب دربی و طبقه پنجم دبستان های جنوب شرقی.  

در نمونه گیری طبقه ای   .دپس از آن از هر طبقه تعدادی دبستان به روش تصادفی ساده انتخاب می شو

را به شیوه های مختلف می توان میان طبقات تقسیم کرد. ساده ترین شیوه تقسیم مساوی  n حجم نمونه

 .تعداد نمونه میان طبقات است. سایر شیوه ها شامل انتساب بهینه و انتساب متناسب می باشند

   (d  با در بسیاری از مواق  می توان  ی است   :نمونه گیری خوشه ای یك نوع نمونه گیری تصادفخوشه ای

انتخاب تصادفی گروهها یا خوشه هایی از واحدهای نمونه گیری به جای گرفتن نمونه تصادفی اجرای روش   

جامعه است. یکی از مزیت های این طرح نمونه گیری این می باشد که در میزان هزینه به طور   کلساده از

 جامعه   تمامی   برای   چارچوب  ساختن   از اساسی صرفه جویی صورت می پ یرد. نمونه گیری خوشه ای ما را  

  چون   علاوه   به.  است  ای  کننده  خسته   و  خرج  پر  کار  یك  ادلب  خود  چارچوب  این  که   کند  می  نیاز  بی

گیری خوشه   نمونه   فرایند,  است  آسان   آنها   به  دسترسی  بنابراین  و   هستند  هم  مجاور,  خوشه  یك   واحدهای

. و کاربرد آن در مواقعی است که اگر جامعه دارای تجانس صرفه استمقرون به      به  توجهی  قابل  بطور  ای

پراکنده باشد ویا فهرست افراد در )همگن( کامل باشد و توزی  جغرافیایی افراد یا جامعه مورد مطالعه  

دسترس نباشد هزینه ها افزایش می یابد که با این روش در هزینه صرفه جویی میشود. در نمونه گیری 

به عبارتی در نمونه گیری    خوشه ای تغییرات داخل خوشه ها زیاد و تغییرات بین خوشه ها کم است.

برای مثال فرض کنید می   د و بین طبقات کم است . خوشه ای واریانس )تغییر پ یری ( درون طبقات زیا

خواهیم درآمد هر خانوار را در یك شهر بزرگ برآورد کنیم  اگر از نمونه گیری تصادفی ساده استفاده 

یا  و  پرهزینه  بسیار  تواند  می  چارچوب  این  یافتن  داریم.  شهر  خانوارهای  تمام  فهرست  به  نیاز  کنیم 

نمون از  استفاده  باشد   از دیرممکن  داشتن فهرستی  ای مستلزم  در چنین جامعه  نیز  ای  ه گیری طبقه 

خانوارها در هر طبقه می باشد. در این حالت می توانیم شهر را به نواحی معینی مانند بلوب ها )خوشه  

هایی از اعيا( تقسیم نماییم و یك نمونه تصادفی ساده را از بلوب های این جامعه انتخاب کرده و در آمد 

ر را در بلوب هایی که در نمونه واق  شده است اندازه بگیریم. این کار با استفاده از یك چارچوب  هر خانوا

دلیل دیگری که استفاده از نمونه گیری   .که کلیه بلوب های شهر را فهرست نموده  به اجرا در می آید

فرض کنید فهرستی  خوشه ای را پیشنهاد می دهد جم  آوری داده ها با هزینه ی کمتر است. برای مثال 

از خانوارهای شهر در دسترس است و می خواهیم نمونه ای به روش تصادفی ساده از خانوارهای مختلف 

آمد  و  رفت  هزینه  به  توجه  با  خانوارها  با  مصاحبه  هزینه ی  کنیم.  تهیه  اند  پراکنده  در سطح شهر  که 

آمد استفاده از روش نمونه گیری   پرسشگر و دیگر هزینه ها بالا است. یك روش کاهش هزینه های رفت و 

. در نمونه گیری خوشه ای می باشد زیرا افراد درون یك خوشه باید از نظر جغرافیایی به هم نزدیك باشند

   .خوشه ای واحد تحلیل فرد نیست
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 گیری نمونههای  توزی  

برآوردگر: هر تابعی از نمونه که به پارامتر یا پارامترهای جامعه بستگی نداشته باشد برآوردگر یا آماره 

 گویند مقدار عددی برآوردگر را برآورد گویند.

 ویژگیهای برآوردگر: 

Eنااریب باشد یعنی   - 1
 
 =  
 
 

bکه E
 

= −  
 
 

 بی گویند. که در این صورترا مقدار اری

( ) ( ) ( )E E E E MSE var b

2 22
2           

− = −  + −    =  +         
                

 

برآوردگرهای یك 2و1کارایی داشته باشد یعنی دارای کمترین واریانس باشد به عنوان مثال اگر   - 2

)آماره باشد و  ) ( )var var1 2   1باشد آنگاه2ازکاراتر است به طور کلی( )
( )

MSE
e

MSE


=



2

1
و اگر   

)نا اریب باشد  )
( )

var
e

var


=



2

1
   

e اگر  11یعنی2کاراتر از 

 e  یعنی ارجحیت نسبت به یکدیگر ندارند=1

 e 12یعنی1کاراتر از 

سازگاری: برآورد کنندة  - 3

   را سازگار گویند. اگر با بزرگ شدن اندازة نمونه از لحاظ احتمال به سمت

 میل کنند یعنی پارامتر 

n

lim P P 0
→



 − = 

xمثال: اگر  ,x ,x ,x4 3 2 2و=20ای با تایی از جامعه  4یك نمونه  1 10 باشد کدام یك از برآوردگرها =

)                                                مناسب است؟ )i
i

x x x x x x3

4
1 2 1 2

1

1 1
2

4 4
=

= = + + 

( ) ( )i i
i i

E x E x E x

= =

  
 = = = =
 
 
 
4 4

1
1 1

1 1 4 20
20

4 4 4
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )E x E x x x E x E x E x
 

 = + + = + + = =  
 

2 1 2 3 1 2 3
1 1 4 20

2 2 20
4 4 4

 

 بنابراین نا اریب هستند 

( ) ( )i i
i i

var x var x var x /
4 4

1
1 1

1 1 4 10
2 5

4 16 16
= =

    
   = = = =
      
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

 

var x var x x x var x var x var x

/

2 1 2 3 1 2 3
1 1

2 4
4 16

1
10 40 10 3 75

16

 
 = + + = + +  

 

= = + + =

 

)بنابراین  ) ( )var x var x1 2یعنیx1 کاراتر ازx2  .است 

 1400ارشد مدیریت  

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( )

b o b

MSE var b o

MSE var b

MSE
e /

MSE

    = =  = =

 =  +  = + =

 =  +  = + =


= = =



1 1 2 2
2 2

1 1 1

2 2
2 2 2

1

2

2 2 1

2 4

2 1 5

4
0 8

5

 

 صحیح است  1گزینه  

 ای: توزی  میانگین نمونه

اگر   - 1 یعنی  باشد  متناهی  nجامعه 
/

N
0 05  به نیاز  صورت  این  در  که  گویند  متناهی  را  جامعه  باشد 

Nتصحیح واریانس است و  n

N 1
−

−
  که ضریب تصحیح واریانس گویند.

                ( ) ( )
N n

E x , var x .
N n

2

1
− 

=  =
−

 

nجامعه نامتناهی باشد: اگر   - 2
/

N
0 05  باشد جامعه را نامتناهی گویند و ضریب تصحیح واریانس تقریباي
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 یك است. 

( ) ( ) xE x , var x
n

2
= = 

 شرایط تقریب خوب به نرمال: 

nهرگاه توزی  فراوانی متقارن باشد اگر  30 باشد توزیx  که  گیریم و در صورتیتقریباي نرمال در نظر میرا

nتوزی  فراوانی چوله باشد اگر  100    باشد توزیxگیریم. را تقریباي نرمال در نظر می 

 است   یك برآورد گر بدون سوگیری از  Xاست   برابر   Xنکته : چون میانگین توزی  نمونه گیری 

nمثال: یك نمونه به اندازه  و   10ای شامل یك میلیون عنصر با میانگین  به طور تصادفی از جامعه=100

 کنیم. انتخاب می 36واریانس 

 باشد را بدست آورید.  2/11ای بزرگتر یا مساوی  اینکه میانگین نمونهالف( احتمال   

نمونه  1000ب( اگر حجم جامعه    میانگین  احتمال آن که  باشد  از  عنصر  بیشتر  را    2/11ای  باشد 

 بدست آورید.

x

n x
/ / z

N

n

دارد  يح ن صح ه ت ياز ب ن
100

0 0001 0 05
1000000

−
= =    =


 )الف

( ) ( )
/

P x / P z P z /
11 2 10

11 2 2 0 0228
6
100

 
 −

 =  =  = 
 
 
 

 

x

n x
/ / z

N N n
.

N n

يح دارد  صح ه ت ياز ب ن
100

0 1 0 05
1000

1

−
= =    =

−

−

 )ب  

( ) ( ) ( )
/

P x / P z P Z / /

/ /

11 2 10
11 2 2 1 1 2 1

1000 100 6
1000 1 100

1 0 9821 0 0179

 
 

−  =  =  = − =
 −

 
− 

− =
 

نفری توزی  نمرات خلاقیت کلامی دانش آموزان دارای توزی  نرمال با 400مثال : دریك نمونه تصادفی 

 171است تقریبا نمره خلاقیت چند دانش آموز کمتر یا مساوی   18و انحراف استاندارد    135میانگین 

 است؟

1)189 2)229 3)336 4)392 
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n , ,

p(x ) p(z ) p(z ) /

x
p x p.n / /

n

=  =  =

−
 =  =  =

=  = =  = 

400 18 135

171 135
171 2 0 9772

18
0 9772 400 390 88 391

 

 صحیح است   4گزینه

 1401ارشد مدیریت  

 

( ) x
xx

var x
n


=  = = =  = =

2
2 16

4 4 2
4

 

 صحیح است  4گزینه  

 1402ارشد مدیریت  

 

x x
x

x

n
n

 
 =  = = =



2 2
2

2 2
20

5
2

 

 صحیح است  2گزینه  

 xبزرگ باشد   nکه  باشد در صورتی  nو   Pای با پارامترهای دارای توزی  دو جمله  x: اگر  ایتوزی  دو جمله

npدارای توزی  تقریبی نرمال با میانگین )و واریانس = )var x npq=   .است 

 ای: تقریب نرمال بر توزی  دو جمله

n( 1که  شرایط خوب برای استفاده از این تقریب آن است   20      2)nP 5  وnq 5 که در این صورت

 ی گسسته و توزی  نرمال پیوسته است.ا چون توزی  دو جمله  .باید تصحیح پیوستگی انجام گیرد
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( ) ( )
a / nP b / nP

P a x b P a / x b / P z
nPq nPq

   − − + −
  = −   + =        

   

0 5 0 5
0 5 0 5 

 بار شیر ظاهر شود را بدست آورید.  15پرتاب یك سکه بین هفت تا  بار   25مثال: احتمال آن که در  

 ای الف( با استفاده از توزی  دو جمله 

 ب( با استفاده از تقریب نرمال  

( )

( ) ( ) ( )

/ / / /
P x P z

/ / / /

P / z / / / /

− − + −   
  = =     

      

= −   =  − − =

7 0 5 12 5 15 0 5 12 5
7 15

25 0 5 0 5 25 0 5 0 5

2 4 1 2 1 2 2 4 0 8767
 

xاگر  توزی  نسبت:
P

n
به اندازه کافی بزرگ باشد در این   nرا به عنوان تبدیل خطی در نظر بگیریم هر  =

)صورت  )E x P= )و   = )
Pq

var x
n

= 

تایی انتخاب کنیم احتمال   100باشد و از این جامعه یك نمونه    8/0ای  مثال: اگر نسبت موفقیت در جامعه

 باشد را بدست آورید.   74/0اینکه نسبت موفقیتها بیش از 

( ) ( )
P P / /

P P / P z P z P z / /
Pq / /

n

0 74 0 8
0 74 1 5 0 0668

0 8 0 2
100

  
  − −
   =  =  =  =
   

   
   

 

 :توزی  اختلاف میانگینها

x x x x

x x x x x x x x x x

E(x x ) , cov(x x )

cov(x x )
n n

−

− − −

− = −  =  + − −


− =  = +  =  +  = +

1 2 1 1

1 2 1 1 1 2 1 1 1 2

2 2 2
1 2 1 2 1 2

22
2 2 2 2 2 21

1 2
1 2

2

0

 

 ای اختلاف بین میانگینهای دو جامعه نرمال مستقل وقتی واریانس جامعه معلوم باشدتوزی  نمونه

 در این صورت کوواریانس بین دو جامعه صفر است بنابراین: 

( )E x x1 2 1 2= − = − 
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( )
( ) ( )x x

var x x z
n n

n n

− −  − 
− = +  =

 
+

2 2
1 2 1 21 2

1 2 2 21 2 1 2

1 2

   

1با مشخصات  Bو Aمثال: از دو جامعه آماری   100 2و   = 105 2و= 2
1 2 200 =  های و نمونه=

n1 n2و=40  ایم احتمال آنکه اختلاف میانگین کمتر از یك باشد را بدست آورید.  گرفته=50

                                    
  

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

P x x P x x p z

p( z / ) ( ) ( / ) ( ) ( ( ( / )) ( ) ( / )

/ / /

 
 − − − + − −
 −  = −  −  + =  
 

+ + 
 

= −  − =  − − − = − − −  =  −  =

= − =

2 1 2 1
1 105 100 1 105 100

1 1 1
200 200 200 200
40 50 40 50

2 1 33 2 1 33 1 2 1 1 33 2 1 33

0 9772 0 9082 0 069

 

 .ای میانگین واقعی جامعه وقتی واریانس جامعه معلوم باشدبرآورد فاصله

توان به صورت زیر نوشت )می  Pکنیم که در سطح اطمینان ( استفاده میzدر این صورت از توزی  نرمال ) 

 سطح خطا و :P 1+ =)  

                                   
x

Z : x Z
n

n
2 2
 

− 
 =  


                                   

L:   1نکته Z
n

2

2 


dطول فاصله اطمینان و = x Z
n

2



= −  خطای برآورد=

x  رابطه انحراف معیار و دامنه تغییرات:   2نکته x max min
R R

& R X X    = −
6 4

 

روابط حدود بالا و پایین  :3نکته

UCL LCL UCL LCL
d , ,UCL x z ,LCL x z

n n
 

− +  
=  =  = + = −

2 2
2 2
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بدست آمده است یك   78ایم که میانگین نمونه  گرفته  25یك نمونه    10مثال: از جامعه با انحراف استاندارد  

 برای میانگین واقعی جامعه بنویسید.   %95ای  برآورد فاصله

/
/

P / / , / , Z /

: x Z / / /
n

0 025

2

0 05
1 1 0 95 0 05 0 025 1 96

2 2
10

78 1 96 74 08 81 92
25


 = − = − = = = =


  =     

 

/حفظ شود  /Z / Z /=  =0 025 0 051 96 2 1 645 

 1400مدیریتارشد  

 

/

p %

/
P / / , / , Z /

: x Z / : / / /

 =  = =


 = − = − = = = =

   =       

0 05

2

11 2 90
0 1

1 1 0 9 0 1 0 05 1 645
2 2

11 1 645 2 11 3 28 7 28 14 28

 

  صحیح است  1گزینه  

ای میانگین واقعی واریانس جامعه نامعلوم باشد در این صورت با استفاده از واریانس نمونه و رآورد فاصلهب

 شود.استفاده می tیا   zبا توجه به حجم نمونه از توزی   

تراز وقتی واریانس جامعه نامعلوم باشد و حجم نمونه بیشای میانگین واقعی جامعه  الف( برآورد فاصله

                    شود.                           استفاده می  zباشد در این صورت طبق قيیه حد مرکزی از توزی     30

s
: x Z

n
2
  

 

dfبا درجه آزادی )   tاز توزی     zباشد در این صورت به جای توزی     30ب( حجم نمونه کمتر از   n 1 = = −

                                               شود.( استفاده می
,df

s
: x t .

n
2
  
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بدست آمده است یك برآورد    81واریانس نمونه  و   65تایی میانگین نمونه   16مثال: در یك نمونه  

     برابری میانگین واقعی جامعه بنویسید.   %95ای  فاصله
   n t16 30=  → 

/ ,
,df

s s x n

s
: x t . t . / / /

n


=  = = =

  =  =     

2

0 05 15
2

81 9 65 16
9 9

65 65 1 753 61 055 68 944
416

 

 98ارشد مدیریت

 

 
 است از توزی  نرمال استفاده می کنیم 30چون حجم نمونه بیشتر از  

/

/f (z) / Z /

S
: x Z / : / / /

n

−

−



=  =

  =       


1 96

0 025

2

0 025 1 96

14
150 1 96 150 3 92 146 08 153 92

49

   

 صحیح است  1گزینه  

 

 طرفه ای یكبرآورد فاصله

کافی است به جای 
2
ازاستفاده کنیم 

:   طرفه بالا یك x z
n




 + 

:   طرفه پائین یك x z
n




 − 

 1400ارشد مدیریت  

 

 چون گفته شده دیر نرمال از قيیه چپیشف حل می کنیم 
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( )
s

P x k P x k
nk k

/ / / k k
/k k

s
: x k : / / /

n

 
−    −  −   − 

 

− =  = − =  = = =  =

     =    

2 2

2
2 2

1 1
1 1

1 1 1 100
1 0 96 1 0 96 0 04 25 5

0 04 4

10
250 5 250 12 5 237 5 262 5

16

 

 

 : ای نسبتهابرآورد فاصله  

 شود. استفاده می  zبرای نسبتها ادلب از توزی   

p
x Pq

P , q P ,
n n

Pq
P : P Z

n


= = −  =



2

1
 

کالاهای معیوب برای نسبت    % 5ای در سطح خطای  کالا معیوب یك برآورد فاصله  20کالا    100مثال: از بین  

 بنویسید
x

P / q P / /
n

20
0 2 1 1 0 2 0 8

100
= = = = − = − = 

Pq / /
P : P Z / / / P /

n
2

0 2 0 8
0 2 1 96 0 1216 0 2784

100


 =     

 :ای واریانس و انحراف معیاربرآورد فاصله

دانیم همانگونه که می
( )n s2

2
1−


dfدارای توزی  خی دو با درجة آزادی  n 1 = =  است−

( )n s2
2

2
1−




 

( ) ( )
u uL L

,df

u L L u

,df ,df

n s n s
, ,

,df

n n
s , s ,

2 2
2 2 2 2 2

2 2

1
2 2

2
2 2

1
2 2

1 1

1 1

 
−

 
−

− −
 =  =     

 

− −
 =  =     

 
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نمونه   sتایی    10مثال: در یك 
2 فاصله=80 برای واریانس واقعی   %90ای  بدست آمده است یك برآورد 

 بنویسید.  هجامع

/ , / ,

df n

/ /

/ /

= − = − =

 = − =

 =  =2 2
0 05 9 0 95 9

1 10 1 9

1 0 9 0 1

16 919 3 325

 

( )

( )

L/ ,

,df

u/ ,

,df

n s/
/ / /

/

n s
/ / / /

/

2
2 2
0 05 9 2

2
2

2 2
0 95 9 2

1
2

10 1 9 80
0 05 16 919 42 555

2 2 16 919

1 9 80
1 1 0 05 0 95 3 325 216 54

2 3 325




−

− 
= =  =  = = =



− 
− = − =  =  = = =



 

در این صورت    ای اختلاف میانگین دو جامعه نرمال مستقل وقتی واریانس جوام  معلوم باشدفاصلهبرآورد  

 شود. استفاده می  zبدون توجه به حجم نمونه از توزی   

: x x z
n n


 

 − −  +
2 2
1 2

2 1 2 1
1 22

 

 و اگر عدد صفر در بازة بدست آمده قرار گیرد یعنی اختلاف بر اثر عامل تصادفی است

2وجامعه نرمال مستقل با واریانس مثال: از دو   2
2 145 60 =  n1هاینمونه= n2و =10 ایم گرفته=10

x1که x2و=40 بنویسید و برای اختلاف میانگین دو جامعه    %95ای  بدست آمده یك برآورد فاصله=45

 توضیح دهدی اختلاف بر اثر عامل تصادفی است. 

: x x z
n n

: / / / /

2 2
1 2

2 1 2 1
12

2 1 2 1
60 45

45 40 1 96 5 5 88 0 88 10 88
10 15


 

 − −  +

 − −  + =  −  − 

 

 گیرد بنابراین اختلاف بر اثر عامل تصادفی است.چون عدد صفر در بازه قرار می

 

 :برآورد فاصله اختلاف میانگین دو جامعه نرمال مستقل وقتی واریانس جوام  نامعلوم باشد

 واریانسها دو حالت امکان دارد رخ دهدبا فرض برابری  

با استفاده   zتوان از توزی   باشد: در این صورت طبق قيیه حد مرکزی می  30ها بیشتر از حجم نمونه(الف

 ای را نوشتها برآورد فاصلهاز واریانس نمونه

s s
: x x z

n n

2 2
1 2

2 1 2 1
1 22

 − −  + 
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vو درجة آزادی  tباشد: در این از توزی     30ها کمتر از  حجم نمونه(ب df n n1 2 2= = +  شود استفاده می−

df n n1 2 2= + − 

( ) ( )
PP P

,df

n s n s
s , s s

n n

: x x t .sp.
n n

2 2
1 1 2 22 2

1 2

2 1 2 1
1 22

1

2
1 1



− + −
= =

+ −

 − −  +

 

 

های زیر از آنها بدست که نمونه  Bو    Aبرای اختلاف میانگین دو جامعه    %90ای  مثال: یك برآورد فاصله

 آمده است بنویسید. 

B A 

x2 95= x1 100= 

s2
2 100= s2

1 90= 

n2 14= n1 8= 

( ) ( )
P

p p

,df

df n n

n s n s
s /

n n

s s / /

: x x t .sp.
n n

: / / / / /

1 2
2 2

1 1 2 22

1 2
2

2 1 2 1
1 22

2 1 2 1

2 8 14 2 20

1 1 7 90 13 100
96 5

2 20

96 5 9 82

1 1

1 1
100 95 1 725 9 82 5 3 279 1 72 8 279

8 14



= + − = + − =

− + −  + 
= = =

+ −

= = =

 − −  + 

 − −   + =    − 

 

 نابراین اختلاف بین میانگین دو جامعه واقعی است.ب

 : ای نسبت دو واریانسبرآورد فاصله

 فیشر است که چوله به راست است  یا  Fدانیم نسبت دو واریانس دارای توزی   گونه که میهمان

dfبا درجات آزادی  n , df n = = −  = = −1 1 1 2 2 21 1 

, , , ,

, , , ,

s
n , n ,F . P F F F

s

s s
.

F Fs s

 
−    

 
  −  

 
   = −  = − =    = −

 
 


  



1 2 1 2

1 2 1 2

2 2
2 1

1 1 2 2 2 2 12 2 2 2
2 2 2
1 1 1
2 2 2
2 2 2 1

2 2

1 1 1

1 1
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دانیم می
, ,

, ,

F
F1 2

2 1
1

2
2

1


−   
 

بنابراین: =
, ,

, ,

s s
. .F

F s s 2 1
1 2

2 2 2
1 1 1
2 2 2
2 2 2 2

2

1

 

 


 


 

بدست آورید و توضیح دهید آیا واریانس   Bو    Aبرای نسبت واریانس جامعه    % 90یك فاصله اطمینان  مثال :

 برابر است   %90دو جامعه با احتمال  

B A 

n2 7= n1 5= 

s /2
2 13 5= s2

1 25= 

x /2 15 5= x1 13= 

, ,
, ,

, / , ,/ , ,

s s
. .F

F s s

. .F
F / /

. /
/ / /

/ /

1 2
1 2

2 2 2
1 1 1
2 2 2
2 2 2 2

2 2
1
2 0 05 6 40 05 4 6 2 2
2
1
2
2

2
1
2
2

1

1 25 25
13 3 13 3

1 25 25
6 1631

4 5337 13 5 13 5

0 4084 11 4098


 

 




 



 



  




 


 

 تواند برابر باشد. و واریانس می  % 90گیرد بنابراین با احتمال  چون عدد یك در بازة بدست آمده قرار می

 ای اختلاف دو نسبت:برآورد فاصله

ازدر صورتی  از x1عيو جامعه اولn1که  و  دارای خاصیتی  دارای آن x2عيو جامعه دوم n2عيو  عيو 

 ای برای اختلاف نسبتی نوشتتوان برآورد فاصلهخاصیت باشد در این به دو صورت می

   روش اول 

                                         
( ) ( )

x x
P , q P , P , q P

n n

P P P P
P P : P P Z

n n

1 2
1 1 1 2 2 2

1 2

1 1 2 2
1 2 2

1 22

1 1

1 1


= = − = = −

− −
− −  +

 

   روش دوم

                                                  

x x
P q P

n n

P P : P P Z Pq
n n

1 2

1 2

1 2 2
1 22

1

1 1


+
= = −

+

 
− −  + 

 
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کالای   60کالا معیوب و    A  15کالای دستگاه    100شود که از  تولید می  Bو    Aمثال: کالایی توسط دو دستگاه  

برای اختلاف نسبت کالاهای معیوب توسط دو   % 85ای  کالا معیوب است یك برآورد فاصله  B   6دستگاه  

 بنویسید  Bو    Aدستگاه  

( ) ( )

A B
A B

A B

A A B B
A B A B

A B

x x
P / , P /

n n

P P P P
P P : P P Z

n n
2

15 6
0 15 0 1

100 60

1 1


= = = = = =

− −
− −  +

 

A B

A B A B

/ / / /
P P : / / /

/ / P P / / / P P /

0 15 0 85 0 1 0 9
0 15 0 1 1 96

100 60
0 05 0 1 0 05 0 1 0 05 0 15

 
− −  +

−  −  + −  − 
 

 اثر عامل تصادفی استبر    %95بنابراین اختلاف نسبت کالاهای معیوب دو دستگاه با احتمال  
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 : های آماریآزمون فرض

در نظر گرفته H1شود آنچه ادعا شده ادلب های آماری استفاده میهرگاه ادعایی مطرح شود از آزمون فرض

تصمیم گرفته شده و واقعیت امکان دارد دو نوع خطا گیرد که در نتیجه  قرار میH0شود و نقیض آن در می

 رخ دهد 

 دهیمنشان میدرست باشد و با حرف   H0کهدر صورتی H0(: احتمال ردخطای نوع اول )   - 1

   (H0 درست باشد(P H0 رد = 

 دهیم نشان مینادرست باشد و با حرف H0کهدر صورتی H0: احتمال پ یرش(خطای نوع دوم )   - 2

   (H0 نادرست باشد(P H0 رش ذي پ = 

3 -   ( آزمون  ردتوان  احتمال   :)H0 که در صورتیH0 با حروف و  باشد  توان  نشان مینادرست  دهیم. 

1آزمون متمم خطای نوع دوم است   = −   ( وH0 نادرست باشد(P H0 رد  =
 

 : با افزایش حجم نمونه خطای نوع اول و دوم کاهش می یابد1نکته

نوع اول خطای نوع دوم کاهش می : مجموع خطای نوع اول و دوم ثابت است یعنی با افزایش خطای  2نکته

 یابد و بالعکس 

 حداکثر و برابر   -قرار دارد یعنی کلمات حداقل  .H: در ساخت فرضیه علامت مساوی همیشه در  3نکته

 

 نتای  ممکن آزمون فرض

 تصمیم                                

 وضعیت
H0  پ یرفته می شود H0  رد می شود 

 تصمیم درست درست باشد  H0اگر 

=1سطح اطمینان −= احتمال 

 خطای نوع اول 

 احتمال ==سطح آزمون

 خطای نوع دوم  نادرست باشد  H0اگر 

= احتمال 

 تصمیم درست

=1توان آزمون  − =  احتمال 

فرض پیرامون  آزمون: هدف از محاسبه آماره ها بر اساس داده های حاصل ازنمونه توصیف نمونه و 1توجه 

 گی های جامعه است.ویژ

افزایش می یابد  چون  2توجه   نوع اول  1=  از رابطه    توان آزمون : اگر توان آزمون بالا برود خطای  −  

1)توان آزمون(  بدست می آید بنابر این   = اگر توان آزمون بالا برود خطای نوع دوم کاهش    در نتیجه    −

می یابد و چون در یك آزمون مجموع خطای نوع اول و دوم ثابت است با کاهش خطای نوع دوم خطای 

 نوع اول افزایش می یابد 

 مراحل انجام آزمون فرض: 

 تعیین آماره آزمون و محاسبه مقدار آن- 2                                                نوشتن فرض آماری - 1

 تصمیم گیری - 4                       تعیین مقدار بحرانی از روی جدول- 3
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 .آزمون فرض میانگین با مقدار ثابت از جامعه نرمال و واریانس جامعه معلوم باشد

شود و آمارة آزمون از رابطه استفاده می  zدر این صورت از توزی   
x

Z

n

0−
=


 آید. بدست می

H0شود رد میz z

2
 −  یاz z

2


H :

H :
0 0
1 0

ا  ي
 =

   
 آزمون دو دامنه

                      H0شودرد می   z z

2
     یا 

H0شود رد میz z− 
H :

H :
0 0
1 0

 
  

 آزمون یك طرفه چپ

 

  H0شودرد می  z z 
H :

H :
0 0
1 0

 
  

 آزمون یك طرفه راست 

 
 نکته: هنگام نوشتن فرضیه در صورتی که پیشنه کافی نداشته آزمون دودامنه می نویسیم 

xایم که میانیگن نمونه تایی گرفته  25یك نمونه  و میانگین   64مثال: از یك جامعه نرمال با واریانس   80=

 است.   82آزمون کنید میانگین جامعه بیشتر از    % 5بدست آمده است در سطح خطای  

xH :
z /

H :

n

− − 
= = = −   

00
1

80 8282
1 2582 8

25

 

z/چون  / z /=− =0 051 25 1 میH0بنابراین 645 احتمال  پ یرفته  با  و  میانگین   % 95شود  حداکثر 

 است 82جامعه  

 آزمونهای یك طرفه به جای آلفا از نصف آلفا استفاده می شود نکته :در  

P   _ (  مقدارP-VALUE)  :   نشانده احتمالی است که ما مشاهده خواهیم کرد اگر فرض صفر صحیح

 مقدار کمتر از آلفا تعیین شده باشد فرض صفر رد میشود -P  مقدار اگر -Pدر هنگام استفاده از  .باشد

اگر   ی برابری میانگین دو جامعه    فاصله اطمینان برای بررسی معنی داری آزمون هانکته : در استفاده از  

 است  0/05p فرض تایید می شود و  قرار گیرد  %95عدد صفر در فاصله اطمینان  

 : نمونه  حجم  محاسبه 

(Z ) (Z )

d Z n n
dn d

 



  
 

=  =  = 
 
 
 

2 2 2

2 2
2

2

که     درحالتی 
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خطای نوع دوم در نظر گرفته شود  

(Z Z ) *

n
d

 −+ 

=

2 2
1

2
2 

 یاشد توان آزمون را بدست آورید   5/0مثال : در صورتیکه خطای نوع اول و دوم هر دو برابر  

1)5/0 2)95 /0 3)25/0 4)05/0 

 

−صحیح است چون   1گزینه = − =1 1 0/ 5 0/  = توان آزمون5

 99ارشد مدیریت

 
(Z )

/
n n

d /

  
   

=  = =   
  

 
 

2
2

2 1 96 1
384

0 1
   

 صحیح است  1گزینه  

 1400ارشد مدیریت  

 
UCL / LCL /

UCL LCL / /
d /

(Z )

/
n n

d /



= =  =

− −
= = =

 
   

=  = =   
  

 
 

2
2

2

49 8 30 2 30
49 8 30 2

9 8
2 2

1 96 30
36

9 8

   

 صحیح است  2گزینه  

در این صورت از :    آزمون فرض میانگین با مقدار ثابت از جامعه نرمال وقتی واریانس جامعه نامعلوم باشد

 شود.استفاده می  tیا    zکنیم و بسته شرایط از توزی   واریانس نمونه به جای واریانس جامعه استفاده می
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 باشد:    30الف( حجم نمونه بیشتر از 

H0شود رد میz z

2
    

H :

H :
0 0
1 0

 = 
   

 

x
Z

s

n

0−
zشودرد میH0آماره آزمون         = z−    

H :

H :
0 0
1 0

 
  

 

H0شود رد میz z    
H :

H :
0 0
1 0

 
  

 

dfاستیودنت با درجة آزادی   t: در این صورت از توزی   باشد  30حجم نمونه کمتر از  ب(   n 1= استفاده −

 کنیممی

H0شود رد می
,df

t t

2
    

H :

H :
0 0
1 0

 = 
   

 

 x
t

s

n

0−
dft,شودرد میH0آماره آزمون   = t −   

H :

H :
0 0
1 0

 
  

 

H0شود رد می,dft t    
H :

H :
0 0
1 0

 
  

 

 % 5در سطح خطای  بدست آمده است    49و واریانس نمونه    43تایی میانگین نمونه   16مثال: در یك نمونه  

n. است 40آزمون کنید آیا میانگین جامعه   t df n16 30 1 16 1 15=  → = − = − = 

xH :
t /

H : s

n

− − =
= = =  

00
1

43 4040
1 33340 9

16

 

/چون  ,t / t /=  =0 025151 333 2   %95شود و با توجه به نمونه با احتمال  پ یرفته میH0  بنابراین 131

 .است 40میانگین جامعه  

 1401مدیریت  ارشد  
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n x s / s /

xH :
t /

H : s /

n

= = =  =

− − 
= = = 

2

00
1

25 16 0 16 0 4

16 1515
12 515 0 4

25

   

 صحیح است  4گزینه  

 1402ارشد مدیریت  

 
 صحیح است  3گزینه  

 شود استفاده می  z: ادلب از توزی   آزمون فرض نسبت

H0شودرد می  z z

2
 

H : P P

H : P P
0 0
1 0

=
 

 

 
( )

x
P

n
P P

Z
P P

n

0

0 01

=

−
=

−

zشودرد میH0آماره آزمون    z− 
H : P P

H : P P
0
1 0


 

 

H0شودرد می  z z 
H : P P

H : P P
0 0
1 0


 

 

آزمون کنید نسبت کالای   %5کالا معیوب است در سطح خطای    18تایی تعداد    100مثال: در یك نمونه  

 ؟ است  % 20معیوب کمتر از  
x

P /
n

18
0 18

100
= = = 

( )

P P / /H : P %
Z /

H : P % / /P P

n

− −
= = = −   −

00
1 0 0

0 18 0 220
0 520 0 2 0 81

100
 

z/چون  / z /0 050 5 1 645=− − =− H0می احتمال  پ یرفته  با  نمونه  به  توجه  با  و  نسبت    %95شود 

 .است %20حداقل  کالای معیوب  
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 1400ارشد مدیریت  

 

  .قرار می گیرد    oHصحیح است چون علامت مساوی همیشه در   4گزینه  
H : P %

H : P %


 

0
1

14
14  

 : آزمون فرض واریانس با مقدار ثابت  

دانیم همانگونه که می
( )n s2

2
1−


)دارای توزی  خی دو )2  با درجه آزادیdf n 1 = = است که این   −

آمار دارد  راست  به  چوله  منحنی  یك  رابطة       توزی   از  آزمون  این  در  آزمون 
( )n s

x

0

2
2

2
1−

=


بدست  

 آید. می

H0شود رد می
,df

x X 
−

 2 2
1

2

ا   ي
,df

x X2 2

2

ر  اگ     H :

H :

2 2
0 0

2 2
1 0

  = 


  

 

 

H0شود رد می,dfx X2 2
1−  H :

H :

2 2
0 0

2 2
1 0

ر  اگ
  


 

 

 

H0شود رد می,dfx X2 2
  H :

H :

2 2
0 0

2 2
1 0

ر  اگ
  


 

 

 
 % 5بدست آمده است در سطح خطای    44و واریانس نمونه   75تایی میانگین نمونه    16مثال: در یك نمونه  

 ؟ است  40تر از  آزمون کنید آیا واریانس جامعه بیش

( )n s
x /

2
2

2
0

1 15 24
16 5

40

− 
= = =


آمار آزمون

H :

H :

2
0

2
1

40

40

  


 

 

/چون  ,
x / /2 2

0 051516 5 24 996=  احتما  = با  بنابرای  نمونه   95%   به  توجه  و پ یرفته میH0با  شود 

 است 40واریانس جامعه حداقل  

http://www.hafezpazhoh.ir/


 تهیه و تنظیم :علی زارعی                                    و کاربرد آن در مدیریتآمار                               انتشارات حافظ پژوه

105 
 

 1402ارشد مدیریت  

 
 

                            . جهت ناریب بودن برای واریانس آزمون انجام میشود

              / ,

n df n , / /

/

H : H :

H : H :

=  = − = − = − = − =

 =

   
    

2
0 919

2
0 0

21 1

20 1 20 1 19 1 1 0 1 0 9

11 6

6 36
6 36

 

 صحیح است  4گزینه  

 

در این صورت     :آزمون فرض اختلاف میانگین دو جامعه نرمال مستقل وقتی واریانس جوام  معلوم باشد

شود و آمار  آزمون از رابطه  استفاده می  zبدون توجه به حجم نمونه از توزی   
( )x x

Z

n n

1 2 1 2
2 2
1 2

1 2

− −  −
=

 
+

 

1آزمون برابری میانگینها انجام شود به جای آید که اگر بدست می 2 −دهیمعدد صفر را قرار می 

H0شود رد میz z

2
    

H : a

H : a
0 1 2
1 1 2

 − =
  − 

 

x x a
Z

n n

1 2
2 2
1 1

1 2

− −
=

 
+

zشود رد میH0آماره آزمون           z−   
H : a

H : a
0 1 2
1 1 2

 − 
  − 

 

H0شود رد میz z    
H : a

H : a
0 1 2
1 1 2

 − 
  − 

 

. در این صورت  نامعلوم باشدآزمون فرض اختلاف میانگین دو جامعه نرمال مستقل وقتی واریانس جوام  

 گیریم. با فرض برابر واریانسها دو حالت را در نظر می

 شود. استفاده می  zباشد. در این صورت از توزی    30حجم نمونه بیش از  )الف

H0شود رد میz z

2
    

H : a

H : a
0 1 2
1 1 2

 − =
  − 

 

http://www.hafezpazhoh.ir/


 تهیه و تنظیم :علی زارعی                                    و کاربرد آن در مدیریتآمار                               انتشارات حافظ پژوه

106 
 

x x a
Z

S S

n n

1 2
2 2
1 2

1 2

− −
=

+
zشود رد میH0آماره آزمون           z−   

H : a

H : a
0 1 2
1 1 2

 − 
  − 

 

H0شودرد می  z z   
H : a

H : a
0 1 2
1 1 2

 − 
  − 

 

dfبا درجه آزادی   tدر این صورت از توزی   مستقل( :  t)  باشد  30ها کمتر از  ب( حجم نمونه n n1 2 2= + −

شود  رد میH0                                                      شود.استفاده می
,df

t t

2
    

H : a

H : a
0 1 2
1 1 2

 − =
  − 

 

( ) ( )
P

x x
P

df n n

n s n s
s

n n

x x a x x a
t t

S
S

n n
−

= + −

− + −
=

+ −

− − − −
=  =

+1 2

1 2

2 2
1 1 2 22

1 2

1 2 1 2

1 2

2

1 1

2

1 1

   H0شودرد می,dft t −   
H : a

H : a
0 1 2
1 1 2

 − 
  − 

 

H0شود رد می,dft t    
H : a

H : a
0 1 2
1 1 2

 − 
  − 

 

یاد آوری : در استفاده از فاصله اطمینان برای بررسی معنی داری آزمون ها  ی برابری میانگین دو جامعه  

 است  0/05pقرار گیرد فرض تایید می شود و   %95اگر عدد صفر در فاصله اطمینان  

 های زیر بدست آمده است: مثال: از دو جامعه نرمال مستقل نمونه

s2
1 50= n1 11= x1 80= A 

s2
2 60= n2 16= x2 85= B 

 آزمون کنید میانگین دو جامعه برابر است.   %5در سطح معنی داری  

H :

H :
0 0
1 0

 = 
   

 

df n n1 2 2 11 16 2 25= + − = + − = 

( ) ( )
P

P

n s n s
s

n n

x x a
t /

S
n n

2 2
1 1 2 22

1 2
1 2

1 2

1 1 10 5 15 60
56

2 25
85 80

1 7
1 1 1 1

56
11 16

− + −  + 
= = =

+ −

− − −
= = = +

+ +

 

/چون  ,t / t /0 025 251 7 2 060= −  با توجه به نمونه   %95شود و با احتمال  پ یرفته میH0بنابراین =

 میانگین دو جامعه برابر است. 

128=با دو گروه مستقل نتای  به صورت    tمثال : در گزارش یك پژوهش نتای  آزمون   3 /16t   گزارش شده

 فر بوده استناست حجم نمونه چند  
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1  )127 2)128   3)129   4  )130 

=                    صحیح است       4گزینه + −  = + −  + = + =1 2 1 2 1 22 128 2 128 2 130df n n n n n n 
 

 1از حد پایین میانگین بزرگترمثلا گروه  2صورتیکه حد بالای میانگین کوچکتر مثلاگروه  اندازه اثر : در  

مقدار کوچکتری داشته باشد همپوشانی ندارند اندازه اثر بزرگتر نشان دهنده تفاوت بیشتر دو گروه است 

ل بودن از  هر چه عدد اندازه اثر کوچکتر باشد همپوشانی بیشتر است یکی از مزیتهای اندازه اثر مستق

 . حجم نمونه است

 

های دو جامعه نرمال مستقل با فرض مجهول بودن واریانسها و برابر نبودن آزمون فرض برابری میانگین

 شود با درجه آزادی استفاده می  tواریانسها در این صورت از توزی   

H0شود رد می
,df

t t

2
     

H :

H :
0 0
1 0

 = 
   

 

s s

n n
df

s s

n n

n n

x x
t

s s

n n

 
 +
 
 =

   
   
   
   +

− −

−
 =

+

22 2
1 2

1 2
2 22 2

1 2

1 2

1 2

1 2
2 2
1 2

1 2

1 1

             

H0

 

شود رد می
'

,dft t−  
H :

H :
0 0
1 0

 
  

 

H0شود رد می,dft t     
H :

H :
0 0
1 0

 
  

 

 

در کتاب آمار مهنسی  لیبرمن درجه آزادی به صورت  

s s

n n
df

s s

n n

n n

 
 +
 
 = −

   
   
   
   +

+ +

22 2
1 2

1 2
2 22 2

1 2

1 2

1 2

2

1 1

  بیان شده است  

   وابسته(:  t)   های زوج شدهمقایسه

های زوج شده هرگاه افراد مورد آزمایش ثابت باشد و دو آزمایش بر روی این افراد انجام شود از مقایسه

با درجة   tشود مانند نمرات افراد قبل از رفتن به کلاس درس در یك درس خاص که از توزی  استفاده می

dfآزادی  n 1= می− بررسی  استفاده  و  آورده  بدست  را  حالت  دو  اختلاف  آزمون  این  انجام  برای  شود 

http://www.hafezpazhoh.ir/


 تهیه و تنظیم :علی زارعی                                    و کاربرد آن در مدیریتآمار                               انتشارات حافظ پژوه

108 
 

 دهیممیانگینهای آزمون را انجام می

H0شود رد می
,df

t t

2
   d

d

H : a

H : a
0
1

 =
  

 

  

i i i

i
d

d

d x y df n

d nd
s

n
d a

t
s

n

= − = −

−
=

−
−

=


22

2

1

1    H0شودرد می,dft t −   d

d

H : a

H : a
0
1

 
  

 

H0شود رد می,dft t   d

d

H : a

H : a
0
1

 
  

 

کلاس در جدول زیر دانشجو قبل از رفتن به کلاس تندخوانی و بعد از رفتن به    6مثال: سرعت خواندن  

 ( %5ثبت شده است آیا سرعت خواندن به طور متوسط افزایش یافته است. )در سطح خطای  

 (xقبل) 2 5/2 4 5 7 6

 ( yبعد ) 3 3 5/4 10 12 9

 

15 3 5 5 5/0 5/0 1 x i id y x= − 

5/60 9 25 25 25/0 25/0 1 
i

d2 

 

( )i

i

d

x
df n d /

n
x nd / /

s /
n

d a /
t /

sd /

n

2 2 2
2

15
1 6 1 5 2 5

6

60 5 6 2 5
4 6

1 6 1
2 5

2 87
4 6

6

= − = − = = = =

− − 
= = =

− −
−

= = =




 

/چون  ,t / t /0 05 52 87 2 015=  میH0بنابراین = احتمال  رد  با  و  توجه   %95شود  با  dو 

d

H :

H :
0
1

0
0

 
  

به  

 نمونه رفتن به کلاس مؤثر بوده است.

با انحراف   5/0بعد از آزمون  اگرمیانگین اختلاف نمرات قبل و    9وابسته به حجم  Tمثال : در یك آزمون  

      باشد مقدار آماره آزمون را بدست آورید.5/0استاندارد اختلاف نمرات  
d

d a /
t

s /

n

−
= = = =

0 5
9 3

0 5
9

 

با انحراف استاندارد اختلاف    8نمرات قبل و بعد از آزمون    تایی اگرمیانگین اختلاف  100مثال : در یك نمونه  

/برای اختلاف نمرات بنویسید .   %95  باشد یك برآورد فاصله ای   10نمرات  ,t 0 025 99 2 

     d

,dfd

sd a
t d : d t . d : / / d /

s n

n


−

=      =    

2

8
10 2 10 1 6 8 4 11 6

100
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 آزمون فرض اختلاف نسبتها:

 کنیم استفاده می zاز توزی   

H0شودرد می  z z

2
 

H : P P a

H : P P a
0 1 2
1 1 2

− =
 − 

 

  

( ) ( )

x x
P P

n n

P P a
z

P P P P

n n

x x P P a
z Pا ي

n n
P P *

n n



 

= =

− −
=

− −
+

+ − −
= =

+    
− +    

  

1 2
1 2

1 2
1 2

1 1 2 2

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

 
1 1

1 1
1

                    H0شود ردمیz z− 
H : P P a

H : P P a
0 1 2
1 1 2

− 
 − 

 

H0شودرد می  z z 
H : P P a

H : P P a
0 1 2
1 1 2

− 
 − 

 

 

 

 1401ارشد مدیریت  

 

قرار می گیرد.      0Hصحیح است علامت مساوی همیشه در    1گزینه  
H : P P H : P P

H : P P H : P P

−   
 −   

0 1 2 0 1 2
1 1 2 1 1 2

0
0   

 آزمون فرض نسبت دو واریانس:

می که  توزی   همانگونه  دارای  واریانس  دو  نسبت  آزادی    Fدانیم  درجات  با  فیشر  n1یا  1 1 = و  −

n2 2 1 = است و آمارة آزمون از رابطه   −
s

F
s

2 2
2 1
2 2
1 2

 
 =
  

 آید. بدست می

H0شود رد می
, , , ,

F FF Fا ي 
−    

  
1 2 1 21

2 2

   
H : a

H : a

 
 =
 







2
1

0 2
2
2
1

1 2
2
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H0شود رد می, ,F F
1 21−      

H : a

H : a

 
 
 







2
1

0 2
2
2
1

1 2
2

 

H0شود رد می, ,F F
1 2      

H : a

H : a

 
 
 







2
1

0 2
2
2
1

1 2
2

 

نکته: آمارة آزمون 
s

F a.
s

2
1
2
2

 است.a=1ها در آزمون برابر واریانس=

 برابر است   Bو    Aآزمون کنید آیا واریانس دو جامعه   % 10مثال: در سطح خطای  

s2
1 80= x1 102= n1 10= A 

s2
2 50= x2 105= n2 6= B 

/ , ,
, ,

/ , , / , ,
, ,

, ,

sH :
F /

H : s

F F /

F F / F
F /

1 2

1 2
1 2

22 2
10 1 2

2 2 2
1 1 2 2

0 05 9 5
2

0 05 5 9 0 95 9 5
1

2
2

80
1 6

50

4 7725

1 1
0 2872

3 4817


 


−   

 

  = 
= = =

  

= =

= = = = =

 

/چون  , ,F / F /0 05 9 51 6 4 7725=  /یا = , ,F / F /0 95 9 51 6 0 2872=  با توجه به نمونه با H0بنابراین =

 شود و واریانس دو جامعه برابر است.پ یرفته می  % 95احتمال  

 99ارشد مدیریت  
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s
F /

s
= = =

2 2
1
2 2
2

4
0 25

8
 

 استصحیح   2گزینه  

 آزمون کوکران برای همگنی واریانسها:

های مورد شود ولی اگر تعداد واریناساستفاده می  Fواریانس از آزمون    2دانیم برای آزمون  همانگونه که می

 شود.باشد از آزمون کوکران استفاده می  2مقایسه بیش از  

K

i j

H : ...

H :

2 2 2
0 1 2

2 2
1


 =  = = 


  



 

max

k

s
G

s s ... s

2

2 2 2
1 2

=
+ + +

 آماره آزمون 

Gکهدر صورتی  g باشد فرضH02شود و حداقل یکی از رد می  .ها متفاوت است 
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 ششمفصل  
 ضریب همبستگی 

 رگرسیون 
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( با یك متغیر وابسته xیا چند متغیر مستقل )  معیاری است برای تعیین ارتباط بین یك  :ضریب همبستگی

(y در صورتی ) که  که ارتباط بین دو متغیر همسو باشد مانند قد و وزن ضریب همبستگی مثبت و در صورتی

متغیر دیر همسو باشد مانند رابطه فشار هوا و فاصله از سطح زمین ضریب همبستگی منفی ارتباط بین دو  

  است و 1و    - 1کنیم که عددی بین  شود در آمار پارامتریك از ضریب همبستگی پیرسن استفاده میمی

نشان   و ضریب همبستگی جامعه را با حرف    rای را با حرف  بدون واحد است ضریب همبستگی نمونه

 دهیم.می

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

i i

i i i i

x x y y n xy ( x. y)
r r

x x . y y x x . y y

− − −
=  =

− − − −

   

   
2 2 2 2

 

( )( )

( )
( )

( )
( )

i i
pxy xy i i i i i i

i
xx i i i

i
yy i i i

x y
S S x x y y x y nxy x y

n

x
S x x x nx x

n

y
S y xy y ny y

n

= = − − = − = −

= − = − = −

= − = − = −

 
  


  


  

2
2 2 2 2

2
2 2 2 2

 

 توان نوشت با جایگ اری در رابطه ضریب همبستگی می

x y

xy xy xy xy xy
xy

x y x yxx yy

s s s s cov
r r r ,cov r

N ns s N N

=  =  = =  =
    2 2

 

امل  يم ک ق ت س گي خطي م ت س ب هم
يم  ق ت س گي م ت س ب هم
ي گي خط ت س ب عدم هم
کوس  ع گي م ت س ب هم
امل   کوس ک ع گي خطي م ت س ب هم

r

r

r r r

r

r

1
0 1

1 1 1 0
1 0

1

= +
  


 −   +  =
−  
 = −

 

 

 

 

 

 

 متغیر وابسته گویند. توجه : متغیری که تغییرات آن اندازه گیری می شود را  

: مج ور ضریب همبستگی را ضریب تعیین گویند که نشان دهندة آن است که چنددرصد  ضریب تعیین

=xyrشود.تغییرات متغیروابسته توسط متغیرمستقل بیان می 2V که ادلب بر حسب درصد    ضریب تعیین

xy%Vبیان میشود یعنی  (r ).( )= 2 100 

 

 

                       y 

 

    

                   y 

    

                        y 

 

     

                    y 

     

                       y  

 

     

                       y 

    

             5                     4                    3  3      2                 1 
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  را تعیین کنید و نوع آن را مشخص کنید   x,yمثال :ضریب همبستگی بین دو متغیر  

    

= = = = = =
 30 25

6 , 5
5 5

x y
x y

n n
 

 همبستگی معکوس کامل

 

مساوی باشد ضریب همبستگی یك است و علامت آن بستگی به    x,yبه طور کلی اگر فواصل   :  1نکته

 .حاصل ضرب تغییرات دارد

y x y x y x y x 

5 3 10 2 4 3 15 2 

5 6 15 2 8 6 10 4 

5 45 20 2 12 9 5 6 

5 10 30 2 16 12 0 8 

5 70 50 2 20 15  -5 10 

=0 r =0 r =1 r =-1 r 

 

آزمون فرض ضریب همبستگی با مقدار ثابت: این آزمون جهت نشان دادن میزان تاثیر متغیر مستقل  بر 

 گیردمتغیر وابسته  را نشان می دهد که به دو روش صورت می

: آماره آزمون از رابطه     tبا استفاده از آزمون    - 1
r n

t

r

−
=

− 2

2
 

1
 که نقطه بحرانی با درجه آزادی      

( ) ( )x x y y−  − 2( )y y− 2( )x x− y y− x x− y x 

−  =−4 10 40 =2(10) 100 
 

− =2( 4) 16 
 

− =15 5 10 − =−2 6 4 15 2 

−  =−2 5 10 =2(5) 25 
 

− =2( 2) 4 
 

 − =10 5 5  − =−4 6 2 10 4 

 =0 0 0 =2(0) 0 
 

=2(0) 0 
 

 − =5 5 0  − =6 6 0 

 
5 6 

− =−2 5 10 − =2( 5) 25 
 

=2(2) 4 
 

− =−0 5 5  − =8 6 2 0 8 

− =−4 10 40 − =2( 10) 100 
 

=2(4) 16 
 

− − =−5 5 10  − =10 6 4 5 - 10 

100xys = − =250yss =40xss 

 

0 0  = 25y = 30x 

− − −
= = = = = −

 

100 100 100
1

10040 250 10000
xy

x y

s
r

ss ss
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df n= بدست می آید یعنی اگر   2−
, 2

2
n

t t
−

باشد فرض صفر رد می شود و ضریب همبستگی معنی    

1pدار است با اطمینان   = و متغیر مستقل و وابسته رابطه دارند. در صورتیکه فرض صفر پ یرفته      −

H)شود  : )=0  رابطه میان ضریب همبستگی و توان آماری ناودیسی هست.  0

 

H0شود رد می
,df

t t

2
    

H :

H :
0 0
1 0

 =
   

 

( )
df n

r n
t

r

0
2

2
2

آماره آزمون 
1

= −

− −
=

−

                                 H0شودرد می,dft t −   
H :

H :
0 0
1 0


 

 

H0شودرد می  ,dft t   
H :

H :
0 0
1 0


  

 

 : zبا استفاده از توزی     - 2

برای  فیشر  تبدیل  از  استفاده  با  صورت  این  nدر  20  r
z Ln

r

1 1
2 1

+
=

−
میانگین  با  نرمال  توزی   دارای 

( )E z Ln
+

=
−

1 1
2 1

)و واریانس    )var z
n

1
3

=
−

 است

H0شود رد می*z z

2
    

H :

H :
0 0
1 0

 =
   

 

  *

r
Ln Ln

r
z

n

0

0

11 1 1
2 1 2 1

1
3

++
−

− −
=

−

      H0شود رد می*z tz −   
H :

H :
0 0
1 0


  

 

H0شود رد می*z z    
H :

H :
0 0
1 0


  

 

 

همبستگی در جامعه باشد فرض صفر بودن   9/0مثال: در صورتی که همبستگی هوش و عملکرد تحصیلی  

 به کدام صورت نوشته می شود؟

1): o xyH o 2  ): =o xyH o 3  ): o xyH o 4 ): o xyH o 

 است  9/0جهت حداقل    3قرار میگیرد و گزینه   .Hصحیح است چون علامت مساوی در    2گزینه
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باشد آماره آزمون را   8/0برابر    yو xتایی  ضریب همبستگی دو متغیر    18مثال: در صورتی که در یك نمونه  

 آزمون کنید معنی دار بودن ضریب همبستگی را. %5بدست آورید و در سطح معنی داری  

= =  = − = − =

−  − 
= = = = =

− −2 2

0/ 8 , 18 2 18 2 16

2 0/ 8 18 2 0/ 8 16 3 / 2
5 / 33

0/ 60/ 361 1 0/ 8
xy

r N df n

r N
t

r

 

=چون   =0/025,185/ 33 2/101t t   با احتمال فرض صفر رد می شود ضریب همبستگی معنی دار است 

95% 

, مثال : اگر به ازای سه نمره  ,3 2 1x x x     متغیر ,و    Xدر  ,3 2 1y y y    متغیر باشد   Yدر  برقرار  زر  روابط 

 همبستگی چند خواهد بود؟

 
( ).( )

( ).( )

( ).( )

− − = +

− − =

− − = +

1 1

2 2

3 3

1
0
1

x x y y

x x y y

x x y y

 

 

1)1- 2)5/0   3)0 4)1  

 

0xysدر واق  جم  اعداد صحیح است.  3گزینه    برابر صفر است بنابراین ضریب همبستگی صفر است    =

تا  یهمبستگ  ب یآزمون ضر  نکته: تا جائ    یبه شدت  نمونه است.  را   ی حجم  نمونه  امکان دارد حجم  که 

 م تا آزمون با صحت بالاتری باشدیدهمی    ش یافزا

استاندار شده باشد yو xاگر مقادیر    :  2نکته
.x yZ Z

r
N

=


  

dfچون  :3نکته ,dft F =
2

1        t Fr n r n r .(n )
t F F

rr r

=
 − − −
 = ⎯⎯⎯→ =  =
  −− − 

2
2 2

22 2

2 2 2

11 1
                                    

) :4نکته , ) . . ( , )COV ax by a bCOV x y=   

 

x. : پیش بینی نمره استاندارد 5نکته xyy  ِZ Z r= 

,همیشه علامت   :  6نکته ,cov,xys r b   یکی است 

=,دارای توزی  نرمال   Xمثال: متغیر   =36 4xx S    و متغیرY   دارای توزی  نرمال با,= =70 7yy S    است

=. اگر همبستگی دو متغیر  −1xyr   باشد . کواریانس بین دو متغیر کدام است؟ 

1)9 - 2)10 - 3)28 - 4)36- 

 درست است  3گزینه
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x y xy

xy

x y

s s r

x y x y
r x y

s s

4, 7, 1
cov( , ) cov( , )

1 cov( , ) 1 4 7 28
. 4 7

= = = −

= − =  = −   = −


 

 1399ارشد مدیریت

 

x x y y

xy xy xy

x y

xy

s s s s

x y
r r r

s s

r

=  = =  =

−
=  =  = −



= −  =

2 2

2 2

16 4, 25 5
cov( , ) 15

0/ 75
. 4 5

% ( 0/ 75) 100 %56 / 25

   

 صحیح است .   3گزینه  

 1400ارشد مدیریت  

 

x x y y

xy xy

x y

xy

s s s s x y

x y
r r

s s

r

=  = =  = = −

−
=  = = −



= −  =

2 2

2 2

9 3 , 16 4 , cov( , ) 9
cov( , ) 9

0/ 75
. 3 4

% ( 0/ 75) 100 %56 / 25

 

 :   رگرسیون خطی

با یك متغیر وابسته   )پیش بین(  رگرسیون به معنی بازگشت برای تعیین رابطه بین یك چند متغیر مستقل

می باشد . در رگرسیون خطی    xبه    yاست به عبارتی رگرسیون مطالعه چگونگی بازگشت نمره های  )ملاب(

کنیم در رگرسیون دو متغیر باید کمی )مقیاس ساده رابطه بین مستقل و یك متغیر وابسته را بررسی می

فاصله ای یا نسبی ( باشند و کاربرد رگرسیون خطی پیش بینی متغیر ملاب بر اساس متغیر پیش بین است 

( مربعات  کمترین  روش  به  مدل  بدسL.S.پارامترهای  می(  صورت ت  به  خطی  رگرسیون  آید 

i i iy a bx e= + )است که   + )i eE N ,20   .هستند 
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( )

i i i

i i ii

e y y

Q E y a b x


= −

= = − − 
22

 

( )

( )i i i

i i i

nn n

Q i ii iy a b x
ia i i

n nQ
y a b x ib i i ii

i i

x y nxyna b x y
n xy ( x. y)

b b
x nx n x ( x)

a x b x x y

2 0
11 1

2 2 2 22 0 2

1 1


=− − − =

= = =


=− − − =


= =


 − + =

 −
  =  =  

− −   + =  
 

 
  

    
 

i: در صورتیکه 1توجه   i(y y )


− = 2  بیشترین رابطه بین متغیر مستقل و وابسته وجود داردباشد    0

 : تکرار آزمایش بهترین روش تشخیص برای ثبات تاثیر متغیر مستقل بر متغیر وابسته است.2توجه

 :  مراحل نوشتن معادله خط رگرسیون

y a b x= +(3  a y bx= −(2  
xy

xy

S n xy ( x. y)
b

Sxx n x ( x)

−
= =

−

  

 2 2(1 

                      یادآوری

( )( )

( )
( )

( )
( )

i i
xy i i i i i i

i
xx i i i

i
yy i i i

x y
S x x y y x y nxy x y

n

x
S x x x nx x

n

y
S y xy y ny y

n

= − − = − = −

= − = − = −

= − = − = −

 
  


  


  

2
2 2 2 2

2
2 2 2 2

      

 شود. محاسبه  مجموع مربعات خطا و واریانس خطا به صورت زیر محاسبه می

xy
E yy xx yyi

xx

E
e

s
e ss s b s s

s

ss

n

2
2 2

س خطا 2 ان واري
2

= = − = −

 =
−


 

 را قرار دهیمبینی کردن میانگین پاسخ به جای متغیر مستقل مقدار داده شده  : برای پیش2نکته  

( )* * *E y x x y a b x
 

= = = + 
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 1398ارشد مدیریت

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

xy

xx

x y
x , y

n n

s
b /

s

= = = = = =

−
= = = −

 60 75
12 15

5 5

57
1 9

30

 

 صحیح است  3گزینه 

 1400ارشد مدیریت 

 

    

( )* * *

y x

E y x x y a b x y
 

= +

= = = +  =  + =

3 56

3 10 56 86
  

  است 3صحیح است چون مقدار برآورد شده با مقدار واقعی برابر نیست و همچنین شیب خط  1گزینه  

 بنابراین همبستگی عددی بین صفر و یك است. 

( ) ( )x x y y−  − 2( )x x− y y− x x− y x 

 =0 5 0 =2(0) 0 
 

− =20 15 5 − =12 12 0 20 12 

−  =2 0 0 − =2( 2) 4 
 

− =15 15 0 − =−10 12 2 15 10 

 − =−1 ( 4) 4 =2(1) 1 
 

− =−11 15 4  − =13 12 1 

 
11 13 

− =−4 8 32 =2(4) 16 
 

− =−7 15 8 − =16 12 4 7 16 

−  =−3 7 21 − =2( 3) 9 
 

− =22 15 7  − =−9 12 3 22 9 

xys = −57 =40x xs 
 

0 0  = 75y = 60x 
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 1401ارشد مدیریت  

 

xy

xx

xy

xx

x y
x , y

n n

s xy nxy ( )

s x nx

s
b /

s

= = = = = =

= − = −   = −

= − = −  =

−
= = = −

 




22 2

25 45
5 9

5 5

195 5 5 9 30

145 5 5 20

30
1 5

20

 

 صحیح است  2گزینه  

 1402ارشد مدیریت  

 

EF SS n

R .(n ) R .( ) R
F

R R R

R /
/ / / R R / / R R / %

/R

= = =

− −
=  =  =

− − −

=  − =  =  = = =
−

2 2 2

2 2 2

2
2 2 2 2

2

21 6 16

2 16 2 21
21

141 1 1

1 5
1 5 1 5 1 5 1 5 2 5 0 6 60

2 51

 

 صحیح است  3گزینه  

 :پیش فرض های رگرسیون

بین متغیرهای پیش بین و ملاب رابطه خطی وجود داشته باشد. که با نمودار پراکنش یا ضریب   - 1

 همبستگی پیرسون
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 متغیرهای مستقل و وابسته باید دارای مقیاس فاصله ای باشند   - 2

 واریانس خطا نرمال یا ثابت باشد با بررسی نمودار صورت می گیرد- 3

 توزی  فراوانی باقیمانده ها نرمال باشد با آزمون کولموگروف اسمیرنوف - 4

 (2باقیمانده ها از هم مستقل باشند تست دوربین واتسون )عدد نزدیك به  - 5

 بررسی می شود   VIFبین متغیرهای مستقل رابطه همخطی وجود نداشته باشد با مقدار تلرانس یا - 6

عمق   yیك بررسی در زمینه انجماد شتاب داده شده شمشها است که  های زیر مربوط به نتای   مثال: داده

الف( ضریب همبستگی  ب( معادله خط رگرسیون  معرف زمان سرد شدن تعیین کنید   xانجماد و  

 د( واریانس خطا  دقیقه   50ج( امید ریاضی عمق انجماد پس از   

12 10 5/8 5/7 6 5 (y عمق انجماد) 

38 30 5/23 5/18 14 8 Y  زمان سرد شدن 

 

 جواب

Xy y2 x2 
Y x 

40 25 64 5 8 

84 36 196 6 14 

75/138 25/56 25/342 5/7 5/18 

75/199 25/72 25/552 5/8 5/23 

300 100 900 10 30 

456 144 1444 12 38 

5/1218 5/433 5/3498 49 132 
n

i

n

i
i

x

x
n

y

y /
n

1

1

132
22

6

49
8 17

6

=

=

= = =

= = =





 

n

xy i i
i
n

xx i
i
n

yy i
i

s x y nxy / / /

s x nx / /

s y ny / /

1

2 2 2

1

2 2 2

1

1218 5 6 22 8 17 140 06

3498 5 6 22 594 5

433 5 6 8 17 33

=

=

=

= − = −   =

= − = −  =

= − = −  =






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xy

xx yy

s / /
r /

/s s /

140 06 140 06
0 999

140 066594 5 33
= = = =


 )الف

xy

xx

s /
b /

s /

a y bx / / /

y a b x / / x

140 06
0 2356

594 5

8 17 0 2356 22 2 98

2 98 0 2356



  

= = =


= − = −  =

= + = +

 )ب

( )* *E y x x a b x / / /2 98 0 2356 50 14 76
 

= = + = +   )ج =

 

E yy xx

E
ey

ss s b s / / /

ss /
s x /

n

2 2

2 2

33 0 2356 594 5 0 0009
0 0009

0 000225
2 6 2

= − = −  =

=  = = =
− −

 )د   

 ای برای شیب خط رگرسیونبرآورد فاصله

 

       ای برای عرض از مبداءبرآورد فاصله

   
a e a e

xx

e e
,df ,dfxx xx

x x

n s n (x x)

x x
a : a t . a : a t .

n s n s

 

 

   
    =  +  =  +
   −   

 
   +    +
 
 



2 2
2 2 2 2

2

2 2
2

2 2

1 1

1 1

 

 xای برای میانگین به ازای مقدار مشخص  ای و فاصلهبرآورد نقطه

( )
( )

* * *

* *
e

,df xx

E y x x y a b x

x x
y : a b x t

n s

20

2

1

 

 



= = = +

−
+   +

 

 وابسته بین برای مشاهدة آتی از متغیر  فاصله اطمینان پیش

( )

e e
b n

xx
i

i
e

b
,df ,df xx

s
x x

B: b t : b t
s

2 2
2

2

1

2 2

=
 

 

 
 = =

−


   


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( )*
e

,df xx

x x
y : a b x t

n s

2
0

2

1
1

 


 −

+   + + 

 yبه ازای یك مشاهده از متغیر وابسته    xای برای متغیر مستقل  ای و فاصلهبرآورد نقطه

( )e

,df xx

y a
x

b

x xy a
x t .

b b n s

2

2

1
1

 −
 =

− −
 =  + +

 

 

 آزمون فرض برای شیب خط رگرسیون:

H0شود رد می
,df

t t

2
    

H :

H :
0 0
1 0

 =
  

 

  

e

xx

df n
b B

t

s

0
2= −

−
=



                                                                      H0شودرد می,dft t −   
H :

H :
0 0
1 0


 

 

H0شود رد می,dft t    
H :

H :
0 0
1 0


  

 

 آزمون فرض برای عرض از مبداء

H0شود رد می
,df

t t

2
    

H : A A

H : A A
0 0
1 0

=
 

 

  

e
xx

df n
a A

t

x

n s

0
2

2

1

= −
−

=

 +

           H0شود رد می,dft t −  
H : A A

H : A A
0 0
1 0


 

 

H0شود رد می,dft t    
H : A A

H : A A
0 0
1 0


 
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  xدر یك محلول مفروض از معرف شیمیایی     yمثال: به منظور به دست آوردن رسوب از یك ماده خاص  

 . شود خلاصه اطلاعات به شرح زیر استاستفاده می

( )

( )

( )( )

i i
i i

i i
i i

i i
i

x , x x

y , y y

x x y y

15 15
2

1 1
15 15

2

1 1
15

1

9 21

135 119

42

= =

= =

=

= − =

= − =

− − =

 

 



 

 تعیین کنید. 

 الف( ضریب همبستگی 

 ب( معادله خط رگرسیون 

 x=7پ( امید ریاضی مقدار رسوب به ازای  

xامید ریاضی مقدار رسوب نظیربرای   % 95ت( فاصله اطمینان    7= 

xمقدار رسوب نظیر  %95بینی  ج( فاصله پیش  7= 

 % 5د( آزمون فرض معنادار بودن ضریب همبستگی در سطح خطای   

 % 5ذ( آزمون فرض معنادار شیب خط در سطح خطای   

/% 5)   در سطح خطای  ها( آزمون فرض معنادار بودن عرض از مبداء ,t /0 02513 2 16=) 

xy

xx yy

s
r /

s s

42
0 84

21 119
= = =


 )الف   

n n

i i
xy i i

xx

x y
s

b x x
s n n

a y b x

y a b x x

1 142 90 135
2 6 9

21 15 15

9 2 6 3

3 2


= =



  

= = = = = = = = =


= − = −  = −

= + = − +

 

 )ب  

* *y a b x 3 2 7 11
 

= + = − +   )پ  =
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( )

( )
( )

E yy xx

E
e ey x

*

* *
e

,df xx

*

*

ss s b s

ss
s / /

n

x x
y a b x t

n s

y / / /

/ y /

2 2

2 2

2

2
2

119 2 21 35
35

2 69 1 64
2 15 2

1

7 61
3 2 7 2 16 1 64 11 1 197

15 21
9 803 12 197

 



= − = −  =

=  = = =  =
− −

−
= +   +

−
= − +    + = 

 

 )ت

( )

( )
( )

e
,df xx

x x
y a bx t

n s

y / / /

/ y /

2
0 0

2
2

0

0

01
1

7 61
3 2 7 2 16 1 64 1 11 3 74

15 21
7 26 14 74


−

= +   + +

−
= − +    + + = 

 

 )ج   

( )r n /H :
t /

H :
r /

00
2 21

2 0 84 15 20
5 58190

1 1 0 84

− − − =
= = =   − −

 )د   

/چون  ,t / t /0 025135 5819 2 16=  شود و ضریب همبستگی در سطح اطمینان  رد میH0است بنابراین =

 دار است. معنی  95%

e

xx

bH :
t /

H : /

s

00
1

2 00
5 58850 1 64

21

− − =
= = =   

 )ذ   

/چون  ,t / t /0 025135 5885 2 16=   % 95اطمینان  شود و شیب خط در سطح  رد میH0است بنابراین =

 معنادار است.

e
xx

a AH : A
t /

H : A
x /

n s

00
21

3 00
1 370 1 621 1 64

15 21

− − −=
= = = − 

+ +

 )ها  

 

/چون  ,t / t /0 025131 37 2 16=    % 95شود و عرض از مبداء در سطح اطمینان  تایید میH0بنابراین =

 دار نیست و برابر صفر است.معنی
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کنیم و مدل را تشخیص و با تغییر نکته: برای تعیین معادله خط رگرسیون ابتدا دیاگرام پراکنش را رسم می

نمایی   yو    xکنیم به عنوان مثال اگر تشخیص دهیم رابطة بین  متغیر مناسب آن به مدل خطی تبدیل می

 آوریم. شود و مدل بدست میاست با لگاریتم گرفتن از طرفین به مدل خطی تبدیل می

( ) ( )

* * * *

x
* a* * b* a* b*

y ab Lny Lna xLnb y a b x

a e , b e y e . e

=  = = = +

 = = 

 

 وجود دارد یعنی:  y  برای  xنکته: همیشه یك تاب  خطی و درجه یك برحسب  

( ) ( )
( )

x y

y
y x

x

x, y , , x, y,P

y x

2 2   


 − =  −



 

با مقایسة عدد   tتوان بدون داشتن جدول  ها میدر آزمون فرض  Sigtدر ستون  ssSPنکته: در خروجی 

Sigt  و در موردjBگیری کرد یعنی اگر این مقدار احتمال کوچکتر یا مساوی تصمیم باشد فرض صفر را

jBکنیم و رد می 0.است 

iمثال : داده های مقابل مفروض است اگر  iVaR(e ) ,E(e )2 0=  Xبر حسب    Yباشد رگرسیون خطی    =

    کدام است؟
X Y 

2 1 

0 3 

4 5 

1 )= +1y x 

 
2)    ( )= +

1 1
2

y x 3)( )= −
1 1
2

y x  4)( )= − −
1 1
2

y x  

 صحیح است  2جواب: گزینه  

 
2y    2x   xy y x 

4 1 2 2 1 

0 9 0 0 3 

16 25 20 4 5 

 = 2 20y    = 2 35x   = 24xy    = 6y    = 9x 

xy
n xy ( x. y) ( ) ( )

b
n x ( x)2 2 2

3 22 9 6 66 54 12 1
24 24 23 35 9

−  −  −
= = = = =

−  −

  

 
(1 
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x y
x , y

n n

)a y bx ( )

)y a bx x ( x)

9 6
3 2

3 3
1 4 3 1

2 2 3
2 2 2 2

1 1 1
3 1

2 2 2

= = = = = =

= − = −  = − =

= + = + = +

 

 

 تفاوت کدام دو نمره را کمینه می سازد؟   (LS)مثال: اصل حداقل مج ورات 

 

iصحیح است چون   4گزینه   i ie y y


=  خطا باید حداقل شود  −

 گ رد.میyوx: خط رگرسیون از نقطه 7نکته  

. رابطه شیب خط رگرسیون و ضریب همبستگی :  8نکته  
y

x

S
b r

S
=   

)نتیجه می گیریم   2و1با توجه به نکته   ) . ( )
y

x

S
y y r x x

S
− = − 

21xy : رابطه واریانس خطای پیش بینی )استاندارد( و ضریب همبستگی9نکته y xyS S r= −   

: ضریب رگرسیون تفکیکی استاندارد شده  که معیاری برای تعیین مقدار تاثیر متغیر پیش بین 10نکته  

x.   است 1و  -1روی متغیرملاب است و عددی بین 

y

S
b

S
 =   

2df: در رگرسیون یك متغیره    1توجه n= 1dfو در حالت کلی    − n k= − تعداد متغیر    kاست که    −

 مستقل می باشد 

 کنیم.را بنویسیم به ترتیب زیر عمل می  yبرحسب   xکه بخواهیم معادله خط  در صورتی    :2توجه

* *x a b y

 
= +(3  * *a x b y

 

= −(2  xy*

yy

s
b

s



=(1 

است یعنی b*و  b: ضریب همبستگی واسطة هندسی  11نکته
*r b.b= 

0=/مثال: اگر  5xyr    باشد و تمام نمرات دو متغیرXوY   به صورت نمره های استاندارد باشند عرض از

 مبدا و شیب خط رگرسیون برابر چند است؟ 

1 )−1 0 2)    / −0 5 1 3)/ −0 5 0  4)/−1 0 5  

 صحیح است  چون نرمال استاندارد است  بنابر این میانگین صفر و واریانس یك است    3گزینه

1), y 2 ),X 

3)y,

  4)y,


  
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y

x y

x

s
s s b r b / / a y b x ( / )

s

1
1 0 5 0 5 0 0 5 0 0

1
= =  =  =  =  = − = −  =   

)varنکته :  ) var( ) var( ) . .cov( , )ax by x y a b x y+ = + )و   2+ ) ( ) ( )E ax by aE x bE y+ = +   

,مثال: اگر   ,  = = =2 21 3 2xy y x    باشد . حاصل +

2
x y چند است ؟ 

1)3 2)5 3)6 4)7 

var(axصحیح است.              4گزینه   by) var(x) var(y) a.b.cov(x, y)2 2 3 2 1 7+ = + + = + +  = 

متغیری است که به صورت مستقیم بر جهت یا میزان رابطه متغیرهای مستقل و   :  کنندهمتغیر تعدیل

مانند  رابطه هوش با    .گیری استمشاهده و اندازهتواند موثر باشد. اثرات این متغیر قابل  وابسته می

روش تدریس و یادگیری   ی    متغیر جنسیت در بررسی رابطهافزایش میزان یاد گیری دانش آموزان  یا 

 یك متغیر تعدیل کننده است  جویاندانش

( و مقدار پیش بینی را خطای پیش بینی گویند و با yخطای پیش بینی : اختلاف مقدار واقعی )
/

y   نشان

 میدهیم

  z: اگر به جای نمره های خام از داد های استاندارد شده    ضریب رگرسیون تفکیکی استاندار د شده

نشان میدهیم.   استفاده کنیم از ضریب رگرسیون تفکیکی استاندار د شده استفاه میکنیم و با حرف 

yو از رابطه 

x

s
b

s
 انحراف معیار متغیر پیش   xsشیب خط رگرسیون و    bبدست می آید. که در آن      =

 (است yانحراف معیار متغیر ملاب )  ys( و xبین )

 

2 2

2 2
( ) ( )

,y x

y x
y x

n ns s
n n

− −
= =

 
 

   

و  انحراف معیار متغیر  10و انحراف معیار متغیر پیش بین    4مثال : در صورتی که شیب خط رگرسیون  

 است. ضریب رگرسیون تفکیکی استاندار د شده کدام است ؟   5ملاب  

 4د( 3ج( 2ب( 1الف(

  .صحیح است  2جواب گزینه  
 = =  =

5
4 2

10
y

x

s
b
s

 

 

وجود داشته باشد از آزمون خطی   yچند    xکه به ازای یك  (: در صورتی Lack of fitآزمون خطی بودن ) 

 شود.استفاده میLack of fit یا  

H : y a bx

H : y a bx
0
1

= +
  +


 

 دهیم.نشان میiy را باixمقادیر yکه در این حالت متوسط 
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n n

n

n n

n

x y
y
.
.
.

y x

y

1
2

→

  

x y
y
.
.
.

y k

y

2 21
22

2 2

2

→

  

x y
y
.
.
.

y k

y

1 11
12

1 1

1

→

 

i

i

kn

E ij i
i j

kn

PE ij i
i j

n

Lof i i Lof E PEi
i

SS y y

SS y y

SS k y y , SS SS SS

2

1 1
2

1 1
2

1



= =



= =



=

 
= − 

 
 

 
= − 

 
 

 
= − = − 

 
 







 

 که جدول آنالیز واریانس آن به صورت زیر است.

F 
R

ss
Ms

df
= df SS   منب

 تغییرات 

Lof

PE

MS
F

MS
= R RMS SS= 1 RSS  رگرسیون 

Lof
Lof

SS
MS

n 2
=

−
 n 2− 

LofSS Lof 

PE
PE

SS
MS

N n
=

−
 N n− 

PESS PE 

  N 1− yyS  کل 

n,اگر  ,N nF F 2 − −باشدH0اگر شود و آزمون خطی بودن مردود است و در حالت خاص  رد می

nk k ....k1 2=  توان به صورت زیر نوشترا می  Fباشد در این صورت رابطه  =

( )

i in

i

j in k

i j

y y

k
n

F

y y

n k

2

1
2

1 1

2

1



=



= =

 
− 

 
 

−
=

 
− 

 
 

−





 

)که در این صورت اگر  ),n ,nF F k2 1 −  شود. رد میH0باشد فرض−

دارای توزی  نرمال باشند آن است که دو متغیر رابطه خطی    yو    xشرط کافی برای آن که دو متغیر تصادفی  

 داشته باشند.
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( )

( ) ( )( ) ( )

( )

yx x x

x y y
xy

x y

vu u v

f u, v ExP

P

22

2 2

22

2
1

2 12 1

  
−− − −  

−  +      = −  
− −  −   

  
    

 

)که در این صورت ) ( ) ( )y
x x y

x
E y x x , 2 2 21


=  + −  =  −


 

 تشخیص در تحلیل رگرسیون از روی نمودارها: 

iiyکهدر صورتی  ,e
 
 
 
 

 رسم کنیم حالات زیر امکان دارد رخ دهد.را  

 ( داده ها بین دو خط موازی قرار گیرد در این صورت  1

iiyهای مدل برقرار استفرضیه e 0


 =     

  ( داده ها به صورت دوکی باشد در این صورت واریانس خطا ثابت نیست 2

                                           

   ( داده بین دو خط موازی شیب دار باشد در این صورت مدل باید بازسازی شود 3  
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 ها: تحلیل پس مانده

)دانیم همانگونه که می )i ee N , 20 باشد بنابراین میie


دارای توزی  نرمال با میانگین صفر و واریانس 

iکهیك است در صورتی
i

e
d

MSE
iPباشد اگر= z d z

2 2
 

 
 −  
 
 

پ یریم باشد نرمال بودن را می  

)یعنی اگر  )iP / d / /1 96 1 96 0 95−    پ یریم نرمال بودن را می  %95باشد با احتمال  =

 رگرسیون چند متغیره: 

مدل رگرسیونی که بیش از یك متغیر مستقل داشته باشد رگرسیون چند متغیره گویند که مدل آن به 

kصورت  k
y B B x B x B x ...B x0 1 1 2 2 3 3

+= + + + فرم می+ به  آن  پارامترها  برآورد  برای  که  باشد 

  دهیم.ماتریسی نمایش می

/ / /

res res

( y)
e y y SS (y y ) e SS y

n

2
2 2 2= −  = − =  = −


   

   

k
k

k k n n n nk n*k

x x xyB
x x xB y

.B y x. . . .. . .
. . . .
B y x x x

     
      
 =  = = =    
     

              

11 12 11 10
21 22 21 2 2

1 2

1
1

1

          

k و       : تعداد متغیرهای مستقلnها : تعداد داده  

در نظر گرفته نشود عدد یك را در   Bدر ماتریس  B0اگر مقدار ثابت  xلازم به توضیح است که در ماتریس  

 شود.نویسیم که پارامترها به روش کمترین مربعات به صورت زیر محاسبه میستون اول نمی

 
  ( ) ( ) ( )

E yy R

E

b̂ (x x) x y

cov(b) E b E(b) * b E b cov b x x

SS S SS y y b x y

SS
MSE ,p k

n p

−

−

 =

  = − −  =    

  = − = −

= = = +
−





1

12

2 1

 

)ماتریس  )x x
1− به صورت را  ماتریس  این  متقارن است اگر اعيای  ماتریس  نمایش دهیم آنگاه ijcیك 

iBواریانس 


 از رابطه
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( )

( )

k
k

k

k k k kk

c c c c
c c c c
.x x c c.
.
c c c c

y xb x x x xy Hy

0 1 2

00 01 02 0
10 11 12 11

32 2

1

−


−

 
 
  =
 
 
 

= = =

 

)ماتریس  )H x x x x
−=

1
 یك ماتریس خود توان است.

 آزمون فرض ضرایب انفرادی رگرسیون

H0شود رد می
,df

t t

2
    

j j

j j

H :

H :
0

1

 =
   

 

  j j

jj

df n

b
t

c

0

2

2



= −

−
=



               H0شود رد می,dft t −   
j j

j j

H :

H :
0

1

 
  

 

H0شود رد می,dft t    
j j

j j

H :

H :
0

1

 
  

 

 برآورد فاصله ضرایب رگرسیون:

j j jj
,df

B : b t c2

2



  

 ای میانگین پاسخ: برآورد میانگین پاسخ و برآورد فاصله

( ) ( )

* *

* * * *

,df

y x b

E y : y t x x x x
12

2


−



=

   

 

 بینی جدید:بینی مشاهدات جدید و فاصلة اطمینان پیشپیش

( )( )
,df

y x b

y : y t x x x x

0 0

10 0 2 0 0

2

1


−


=

    +
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 دهیم آزمون معنادار بودن رگرسیون: با استفاده از تحلیل واریانس این آزمون را انجام می

آمارة آزمون 
F 

 میانگین مربعات
SS

MS
df

= 

 مجموع  dfدرجات آزادی  

 SSمربعات  

 منب 

تغییرپ یری 
SOV 

R

E

MS
F

MS
= 

R
R

SS
MS

k
= K 

RSS  رگرسیون 

E
E

SS
MS

n P

2


= =
−

 

n k n P1− − = − 
ESS خطا 

 n 1− T yySS S=  کل 

k,که در صورتی ,n PF F 2 − −باشدH0شود و حداقل یکی از متغیرها نقش قابل توجهی دارد که رد می

 در آن:

i

n

i n
i

yy
i

n

i
i

R

E yy R

y

S y y y ny
n

y

SS b x y b x y ny
n

SS S SS y y b x y

2

1 2 2

12

1 2

=

=

=

 
 
 
 = − = −

 
 
 
    = − = −

  = − = −






 

yy ER E

yy yy yy

S SSSS SS
R

S S S

2 1
−

= = = − 

 ضریب تعیین با    Fرابطة  

( ) R
R

yyR

E EE

yy

SSSS n k
SMS n k RkF

SS SSMS k Rk.
n k S

n k R n p R
F . .

k kR R

− −
− −

= = = = =
−

− −

− − −
 = =

− −

2

2

2 2

2 2

1
1

1
1

1

1 1

 

 هستند2یك برآوردگر نااریب برایEMSوRMSنکته:
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)ضریب تعیین اصلاح شده  )R2: 

    

( )

E
E E

yy

n
R R

n P

y y

SSn n PR MS , MS ,R
S n P

y y

n





−
= − −

−

 
− 

 
 

− −= − = = −
−  

− 
 
 

−





2 2

2

2 2
2

1
1 1

1
1 1

1

 

yمثال: در مدل خطی   B X B X B X= + + +1 1 2 2 3  تعیین کنید:  3

B( آزمون فرض  3     ( واریانس خطا2         ضرایب خط رگرسیون( 1 =1  %5در سطح خطای   0

 ( جدول آنالیز واریانس4

i
y  

i
x 1  

i
x 2  

i
x 3  

1 0 0 1 

2 1 1 0 

1-  1 0 0 

0 1 1-  0 

0 0 0 0 

 عدد یك وجود ندارد. Xدر مدل وجود ندارد در ستون اول    B0( جواب: چون  1

X X X (X X)
−

 
   

    
     =  =  =
    
 −      

  

1
3

1 1
2

0 0 1
01 1 0 3 0 0 0

1 0 0 0 2 0 0 0
1 1 0 0 0 1 0 10
0 0 0
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x y

B

B (x x) x y B

B

−

 
 

    
     = − =−
    
       

  

    
     
       = = = =
     
           

1 13 13
1 1

2 2

3

1
0 1 1 1 0 12
1 1 0 1 0 21
1 0 0 0 0 10

0

0 0 1
0 0 2 1

1 10 0 1

 

2                                                                                                    )

i
y y y

b x y

SSE y y b x y

SSE

n p ( )


 = =

 
    = =
  
  

  = − = − =

= = =
− − +


2

1
3

8
3

8
2 3 8

3

6

1
101 1 2
3

1
106
3

5 3 1

 

3                                                                                                    )

b
t /

Cjj

= = =


1
1 3
2 18

3 3

0 35 

/چون   ,
t / t /= =0 02510 35 12 ابر صاافر  بر  %95با احتمال    B1شااود و پ یرفته میH0  بنابراین  706

 است.

4 ) 

F ss
df

Ms = df ss منب  تغییرات 

F = =
7
9

8
3

7
24

 
7
9
8
3

 

3 
R

SS =
7
3

 رگرسیون  

1 
R

SS =
8
3

 خطا 

4 SS=5  کل 
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 دهیم این آزمون را انجام میرگرسیون    ANOVAجدول     آزمون معنادار بودن رگرسیون: با استفاده از 

 میانگین مربعات Fآمارة آزمون  
SS

MS
df

= 

درجات  

 dfآزادی  

 مجموع 

 SSمربعات  

 منب 

تغییرپ یری 
SOV 

م
res

MSreg
F

MS
= reg

reg

SS
MS

k
= 

k regSS  رگرسیون 

res
res

SS
MS

n k



= =
− −

2
1

 
n k− −1 

resSS خطا 

 n 1− yy TS SS=  کل 

اگر 
,k,N KمF F

 −  فرض صفر رد میشود و حداقل یکی از شیب خط ها معنی دار است  1−

:مج ور اتا)   12نکته
2 نشان   ( شدت دو متغیر وقتی متغیر وابسته کمی و متغیر مستقل کیفی باشد را

 میدهد 

 (مشخص میکند.   R2=Vرا ضریب تعیین ) xنسبت به  y: میزان تغیرات  13نکته

21 R= 2و                       ضریب بیگانگی  − 1
SS SSreg resR
SS SS

T T

= = − 

: به منظور بررسی مسلله چند گانگی خطی از دو آماره رواداری یا تحمل و عامل تورم واریانس   14نکته

(VIFاستفاده میشود )   و رابطه
2

1

1
VIF

R
=

−
 بدست می آید    

عدد در جدول آنوا زیر ثبت شده . جدول را کامل 10مثال :نتای  حاصل  از  سه متغیر پیش بین  با تعداد  

 را بدست آورید.ضریب بیگانگی    کنید و توضیح دهید فرض صفر تایید میشود؟ ضریب تعیین 

آمارة آزمون 
F 

 میانگین مربعات
SS

MS
df

= 

 مجموع  dfدرجات آزادی  

مج ورات 
SS 

 منب 

تغییرپ یری 
SOV    

20
 

 رگرسیون 
   

 خطا

 
 

50
 

 کل 

 جواب:

 میانگین مربعات Fآمارة آزمون  
SS

MS
df

= 

 درجات آزادی
  df 

 مجموع 

مربعات 
SS 

 منب 

تغییرپ یری 
SOV 

م
res

MSreg
F

MS
= 

م
/

F /= =
6 7

1 34
5

 

regMS /= =
20

6 67
3

 K 3= 20
 

 رگرسیون 

resMS = =
30

5
6

 خطا 30=20-50 6 

 n 1 10 1 9− = − = 50
 

 کل 
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چون  
/ , Fم, / F /= =

0 05 3 61 34 4 فرض صفر تایید میشود و از شیب خط ها معنی دار نیست با   7

 % 95احتمال  

/ /= − = − =21 1 0 4 0 6R                  ضریب بیگانگی             /= = =
202 0 4
50

SSreg
R

SS
T

 

 :   فرض های رگرسیون چند متغیری

 خانه از جامعه ای انتخاب شده باشندنمره های موجود در هر    -2                     نمره ها مستقل باشند  - 1

 خطی باشند برای این کار تمام متغیرهای مستقل دیگر را ثابت نگه میدارند  - 3

 : محا سبات رگرسیون چند متغیری

 

)

)

) .....

−  
=  

−  

−  
=  

−  

= − −

= + + +

1 2 12
1 2

12 1

2 1 12
2 2

12 2

1 21 2

1 1 2 2

1
1

1

2
3

y y y

y y y

r r r S
b

r S

r r r S
b

r S

a y b x b x

y a b x b x

   

 :ضرایب استاندارد شده

,
y ys s

b b
s s

 = =1 1 2 2
1 2

 

 :                                              مج ور همبستگی )ضریب تعیین(
+ −

=
−

2 2
1 2 1 2 122

2
12

2
1

y y y yr r r r r
R

r
   

: در نتای   پژوهش ها درج می شود چون تاثیر حجم نمونه در آن نشان داده   ضریب تعیین تعدیل شده

 شده است

 ( ).( )
− 

= − − − − 

2 2 11 1
ت1

N
R R

N K
   

باشد ضریب تعیین   8/0ضریب تعیین    عدد10تعداد نتای  حاصل  از  سه متغیر پیش بین  با  مثال : اگردر   

 تعدیل شده را بدست آورید. 

, , /

( ).( ) ( / ).( ) / /

= = =

− −   
= − − = − − = − =   − − − −   

2

2 2

10 3 0 8
1 10 11 1 1 1 0 8 1 0 03 0 97
1 10 3 ت1

N K R

N
R R

N K
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F  :  nآماره آزمون   k R n p R
F . .

k kR R

− − −
= =

− −

2 2

2 2
1

1 1
=              یا      

−

− −

2

21
1

R

KF
R

N K

 

  مثال : در سوال قبل آماره آزمون را بدست آورید

/ /
/

/ / /
= = = = =

−−

− −− −

2

2

0 8 0 8
4 83 3 81 0 8 0 21 0 6

10 3 1 61

R

KF
R

N K

 

چون  
/ , Fم, F /= =

0 05 3 68 4 فرض صفر رد میشود و حداقل یکی از شیب خط ها معنی دار است با   7

 % 95احتمال  

نکته : به منظور بررسی مسلله چند گانگی خطی از دو آماره رواداری یا تحمل و عامل تورم واریانس 

(VIF استفاده میشود ) 

 :    رگرسیون  ورود داده ها در     انواع روش های

 (Removeروش ح ف )  - 3                  (Stepwiseگام به گام )   - 2                             (  Enterهمزمان)- 1

 ( Forwardپیش رونده )- 5       (Backwardروش پس رونده )- 4

اینکه آیا کمیتراهی است برای نشان   رگرسیون سلسله مراتبی:    رگرسیون سلسله مراتبی  های دادن 

ها در مدل  مقدار قابل توجهی از واریانس کمیت وابسته مورد علاقه شما پس از قرار گرفتن سایر کمیت

همان )وابسته تعیین منظور  می (است 2Rضریب  توضیح  چندین را  روش   این  در  خیر.  یا  دهند 

کردن   رگرسیون مدل اضافه  با  میکمیترا  مرحله  هر  در  قبلی  مدل  به    رگرسیون سلسله  .سازیدهایی 

بین پس از ورود متغیرهای دیگر دهد متغیرهای پیشنشان می  (Hierarchical regression)مراتبی

ای های مقایسهکنند. این چارچوب بیشتر برای مدلبه صورت معنادار تغییرات متغیر وابسته را توجیه می

تا   است  مسائلروشمناسب  حل  در  روش  این  اساسی  کاربردهای  از  یکی  آماری.  تعدیل  های  متغیر 

از     yو    xدر رابطه بین دو متغیر     z   به منظور بررسی نقش تعدیل کنندگی یك متغیر مثلا. تاس کننده

ر شود.  می  استفاده  مراتبی  سلسله  فراهم سلسله گرسیونرگرسیون  را  امکان  این  ترتیبی  یا  مراتبی 

  .آورد که تاثیر چند متغیر مستقل بر یك متغیر وابسته طی چند مرحله مشخص شودمی

تکنیکی آماری است که با استفاده از معادلات رگرسیون   تحلیل مسیر:  (Path analysis)  تحلیل مسیر

انطباق  میزان  به  استاندارد(  رگرسیون  ضرایب  حسب  بر  خطی  رگرسیون  )معادلات  استاندارد  خطی 

در این روش از ضریب بتای استاندارد رگرسیون جهت  پردازد.  ها( میبا واقعیت )داده مدل علی نظری یك

شود. مقدار آماره تی نیز معناداری روابط را نشان یین جهت و شدت روابط میان متغیرها استفاده میتع

به عبارت دیگر تحلیل مسیر تکنیکی برای آزمون تجربی مدل علی نظری است. علاوه بر این اگر   .دهدمی

داده با  نظری  علی  میمدل  باشد  داشته  انطباق  معین  جمعیتی  اثراهای  انواع  و توان  مستقیم  )اثر  ت 

دیرمستقیم و کاذب و خالص( تك تك متغیرهای مستقل بر متغیر وابسته مدل علی نظری را نیز حساب 

http://www.hafezpazhoh.ir/
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هدف تحلیل مسیر به دست آوردن برآوردهاى کمى روابط على ) همکنشی یکجانبه یا کواریته( بین   .کرد

مجموعه اى از متغیرهاست. ساختن یك مدل علی لزوماي به معنای وجود روابط علی در بین متغیرهای مدل 

برای ب  ادلنیست بلکه این علیت بر اساس مفروضات همبستگی و نظر و پیشینه تحقیق استوار است.  

 .استفاده کرد SPSS یا    Lisrelیا    Amosهای  افزارتوان از نرمانجام محاسبات مربوط به تحلیل مسیر می

دهد. مقادیری که جهت و میزان تاثیر تحلیل مسیر جهت و شدت روابط متغیرهای تحقیق را نشان می

 ان ضریب استاندارد شدهشوند ضرایب مسیر همنامیده می ضریب مسیر دهندمیان متغیرها را نشان می

( )   رگرسیون هستند. بنابراین برای تحلیل مسیر باید از رگرسیون خطی ساده استفاده شود. تحلیل

مسیر تنها بر روی متغیرهای قابل مشاهده انجام پ یر است و اگر بخواهید بین ابعاد تحلیل مسیر را اجرا 

  .ل مشاهده تبدیل شودکنید باید میانگین سوالات هر بعد را حساب کنید تا متغیر پنهان به یك متغیر قاب
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از تحلیل  tهرگاه میانگین بیش از دو جامعه را بخواهیم  مقایسه کنیم به جای آزمون    : حلیل واریانست

)جامعه با یکدیگر باید   Kکنیم زیرا برای مقایسه  واریانس استفاده می ) ( )k k k
2

1

2

−
انجام  tآزمون  =

 .  دهیم

ij: در این تحلیل مدل در نظر گرفته شده به صورت  تحلیل واریانس یك عامله i ijx e=+ باشد یامی+

در آن  تیمار وiمیانگین کل که  به خطا میijeاثر  واریانس تحلیل یك عاملی  آنالیز  باشد. که جدول 

   صورت زیر است

...حداقل یکی از k

i

H :

H :

=


 =   =



ت  س فاوت ا ت ها م

0 1 2

1

0
...یاحداقل یکی از         k

i

H :

H :

=


 =  


  ست  فاوت ا ت ها م

0 1 2

1

     

 ANOVAجدول آنوا  

F SS
Ms

df
= df SS  متغیرات 

bMS
F

MSw
= b

b
SS

MS
k

=
−1

 k 1− SSb  بین گروهها

 )تیمار(

( )
wSS

MSw
k n

=
−1

 
( )k n N k− = −1 

 

resSSw ss=   درون گروهها

 )خطا(

N 1− 
TSS SS=  کل 

)اگر  م( ,k ,k nF F  − − 1  ها متفاوت است iشود و حداقل یکی ازرد میH0باشد1

df :1نکته ,dft F2
1=         

 

Kتعداد تیمار : inتعداد هر تیمار :       N    تعداد کل :iT    جم  هر تیمار :T جم  کل : 

x00     میانگین کل :                                                  

k n k

ij in
i j ij i

i
ij

x x
x

x ,x X..
N n k

= = =

=

= =  =

 


0
1 1 1

00 0
1

 

( )
k k

i
Tr B i

ii i

T T
S SS n x x

n N

2 22
0 00

1 1= =

= = − = −          

( ) ( ) ( )
k n k k n k n

W ij i i t ij iji
i j i i j i j

T
SS x x n s ,SS x x x

N

22 22 2
0 00

1 1 1 1 1 1 1
1

= = = = = = =

= − = − = − = −      

B

T

SS

SS

2 = 
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/: در صورتیکه 1نکته   2 0 باشد مجموع مج ورات درون گروهی بیشتر از مجموع مج ورات بین   5

 گروهی است و بالعکس 

 : تفاوت های فردی در طرح اندازه گیری مکرر یك عاملی کنترل میشود)تکرار سنجش(2نکته

 به صورت  زیر است   2توجه : محدود 

1-2    2 - 2        یعنی اثر کم   01/0حدود  2 - 3    یعنی اثر متوسط  06/0حدود    یعنی اثر   14/0حدود

 زیاد

داری بین میانگینها سه جامعه زیر وجود  آزمون کنید که آیا اختلاف معنی %5دار  مثال: در سطح معنی

 دارد. 

14 5 2 4 3 A 

12 3 6 1 2 B 

26 6 7 9 4 C 

k

i
i

k
i

Tr
ii

k n

T ij
i j

E T Tr

T T

T T
SS /

n N

T
SS x ... /

N

SS SS SS / /

1
2 2 2 2 2

2

1
2

2 2 2 2 2 2 22

1 1

14 12 26 52

14 12 26 52
28 67

4 4 4 12

52
3 4 2 5 7 6 60 67

12

60 67 28 67 32

=

=

= =

= = + + =

= − = + + − =

= − = + + + + + + − =

= − = − =







 

F SS
Ms

df
= df SS  منب 

Tr

E

MS /
F /

MS /

14 335
4 479

3 2
= = = 

چون 

/ , ,F / F /0 05 2104 479 4 1028=  = 

/
/

28 67
14 335

2
= 3 1 2− = 28/6

7 

تیما 

 ر

/
32

3 2
10

= 12 2 10−  خطا 32 =

12 1 11−  کل  60/67 =

/چون  , ,F / F /0 05 2104 479 4 1028=  بنابراین = میH0است  از رد  یکی  و  احتمال  iشود  با   % 94ها 

 متفاوت است
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tSSمثال : درآزمون تحلیل واریانس برای مقایسه سه گروه مستقل در صورتیکه   و        =670

BSS  چند است ؟   Fنفر باشد اندازه    20و تعداد هر گروه مساوی  =100

1)50 2  )10 3  )5 4  )2 

F SS
Ms

df
= df SS  متغیرات 

bMS
F

MSw
= = =

50
5

10
 

 

 صحیح است  3گزینه  

bMS = =
100

50
2

  − =3 1 بین گروهها  100 2

 )تیمار(

MSw = =
570

10
57

 57=60-3 

 

درون گروهها   670-100=570

 )خطا(

 کل  670 60-1=59

 

مدل در نظر گرفته شده   :  تحلیل واریانس دو عامله یك مشاهده به ازای هر ترکیب )بدون تاثیر متقابل(

ijبه صورت  i j ijx e=+ +   باشد که در آن رابطه خطی زیر برقرار استیا می+

Kستون(              : تعداد تیمار(n   بلوکها: تعداد)سطر( 

...حداقل یکی از k

i

H :

H :
0 1 2
1

0
ست  فر ا ص ف  ها مخال

= =  =
 

...حداقل یکی از        n

i

H :

H :
0 1 2
1

0
ست  فر ا ص ف  ها مخال

= =  =
 

 

 وسیله آموزش  نوع درس 

 تلویزیون کامپیوتر  رادیو 

 5 3 4 ریاضی نوع درس

 4 7 3 فیزیك 

 5 6 5 ادبیات 

 6 4 5 عربی  

 تأثیر متقابلجدول تحلیل واریانس رده بندی دو طرفه بدون  

F SS
Ms

df
= df SS  متغیرات 

A
A

w

MS
F

MS
= 

B
B

w

MS
F

MS
= 

A
A

SS
MS

k
=

−1
 k 1− 

ASS تیمار 

 )ستون( 

B
B

SS
MS

n 1
=

−
 n−1 

BSS بلوب 

 )سطر(

( )( )
w

w
SS

MS
n k

=
− −1 1

 ( )( )n k1 1− − res wSS SS= خطا 

N 1− 
TSS SS=  کل 

)اگر  )( )A ,k , n kF F − − − 1 1  ها مخالف صفر است iشود و حداقل یکی ازرد میH0باشد1

)اگر  )( )B ,n , n kF F 1 1 1 − − −باشدH0شود و حداقل یکی ازرد میjB ها مخالف صفر است 
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 طرفه بدون تأثیر متقابلجدول تحلیل واریانس رده بندی دو  

F * SS
SS Ms

df
= = Df SS  متغیرات 

Tr
Tr

E

MS
F

MS
= 

B
B

E

MS
F

MS
= 

Tr
Tr

SS
MS

k 1
=

−
 k 1− 

TrSS SS4  تیمار =

B
B

SS
MS

n 1
=

−
 n 1− 

BSS SS3  بلوب =

( )( )
E

E
SS

MS
n k1 1

=
− −

 ( )( )n k1 1− − ESS SS2  خطا =

N 1− 
TSS SS=  کل 

)اگر  )( )B ,k , n kF F 1 1 1 − − −باشدH0شود و حداقل یکی ازرد میi ها مخالف صفر است 

)اگر  )( )B ,n , n kF F 1 1 1 − − −باشدH0شود و حداقل یکی ازرد میjB ها مخالف صفر است 

( )

( )

( )

k k
i

Tr i
ii i

n n
j

B j
j j

k n k n

T ij ij
i j i j

T T
SS n x x

n N

T T
SS k x x

k N

T
SS x x x

N

2 2
2 0 00

0 00
1 1

2 22 00
0 00

1 1
22 2 00

00
1 1 1 1

= =

= =

= = = =

= − = −

= − = −

= − = −

 

 

 

 

با توجه فصول مختلف و نوع وسیله     آزمون کنید در تعداد فروش کالای خاص  %5سطح خطای  مثال: در  

 تبلیغاتی مختلف تفاوت معنی داری وجود دارد؟

 وسیله تبلیغ فصل

 jT تلویزیون روزنامه رادیو

 12 5 3 4 بهار

 14 4 7 3 تابستان 

 16 5 6 5 پاییز 

 15 6 4 5 زمستان

iT0 17 20 20 

k

i
i

T T0
1

20 20 17 57
=

= = + + = 
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k
i

Tr
ii

j
B

T ij

E T A Tr

T T
SS /

n N

T T
SS /

k N

T
SS x /

N
SS SS SS SS / / / /

2 2 2 2 2 2
0

1
2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2

17 20 20 57
1 5

4 4 4 4

12 14 16 15 57
2 91

3 3 3 3 2
57

4 3 16 25
12

16 25 1 5 2 91 11 84

=

= − = + + − =

= − = + + + − =

= − = + +++− =

= − − = − − =







 

MS SS
MS

df
= Df SS   منب

 تغییرات)تیمار(

Tr
/

F /
/

0 75
0 25

1 97
= = 

B
/

F /
/

0 97
0 49

1 97
= = 

 فصل )تیمار(  5/1 2 75/0

 بلوب 91/2 3 97/0

 خطا 84/11 6 97/1

 کل  25/16 11 

Trچون  / , ,F / F /0 05 2 60 25 5 1433=  = H0می احتمال  پ یرفته  با  تبلیغ  وسیلة  و  مؤثر   %95شود 

 نیست

Bچون  / , ,F / F /0 05 3 60 49 4 7571=  = H0مؤثر نیست  %95شود و فصل با احتمال  پ یرفته می 

 

مدل در نظر گرفته شده به  :  (طرح فاکتوریلمشاهده به ازای هر ترکیب )  mتحلیل واریانس دو عامله یا  

)صورت   )ijr i j ijrij
x =+ + +  +رابطهیا  می برقرار است.باشد که  زیر  فاکتوریل   طرح  های 

شود که از دو اطلاق می طرح آزمایشی شود  به یكنیز شناخته می متقاط  کاملا طرح کامل  که به عنوان

یا چند عامل تشکیل شده است که هر عامل دارای مقادیر یا »سطوح« ممکن مجزای متعددی است. با 

این از  کرد طرح استفاده  بررسی  تکرار  هر  در  را  عامل  سطوح  ممکن  ترکیبات  تمامی  توان  . می 

ه بسته به سطح یك متغیر مستقل یك متغیر مستقل بر متغیر وابست اثر موقعی اتفاق می افتد که ثرمتقابلا

بر حسب  اثر متقابل. دیگر تغییر کند. این اصطلاح بیشتر برای روش های طراحی آزمایش به کار می رود

 ...... و برهم کنش ها به دو سطحی  سه سطحیو  یرهای اصلی  غتعداد مت 
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 وسیله آموزش  نوع درس 

 تلویزیون کامپیوتر  رادیو 

 4 ریاضی 

3 

5 

3 

5 

9 

5 

3 

2 

 3 فیزیك نوع درس

6 

6 

7 

4 

5 

4 

2 

3 

 5 ادبیات 

3 

7 

6 

8 

9 

5 

6 

9 

 5 عربی  

6 

8 

4 

7 

6 

6 

7 

9 

 ANOVAجدول آنوا       جدول تحلیل واریانس رده بندی دو طرفه با تاثیر متقابل

F * SS
SS Ms

df
= = df SS   منب

 متغیرات 

A
A

E

MS
F

MS
= 

B
B

E

MS
F

MS
= 

A.B
A.B

W

MS
F

MS
= 

A
A

SS
MS

k
=

−1
 k 1− 

ASS تیمار 

B
B

SS
MS

n 1
=

−
 n−1 

BSS بلوب 

( )( )
A.B

A.B
SS

MS
k n

=
− −1 1

 ( )( )n k1 1− − A.BSS تاثیر متقابل 

( )
w

w
SS

MS
kn m

=
−1

 ( )kn m−1 wSS خطا 

   T yySS SS=  کل 

)اگر  )nA ,k ,k mF F − − 1 i)یعنی  H0    باشد فرض1 0 می= رد  تیمارها (  از  یکی  حداقل  و  شود 

)اگر متفاوت است )nB ,n ,k mF F 1 1 − −باشد فرض    H0    یعنی(j 0 شود و حداقل یکی از ( رد می=

 ها متفاوت است بلوب

)اگر  )( ) ( )n
A.B , k n ,k mF F − − − 1 1 فرض1 ))یعنی H0باشد  )ij 0 می= رد  متقابل (  تاثیر  و  شود 

 وجود دارد 

   ( )
k k

i
Tr i

ii i

T T
SS nm x x

n N
= =

= − = − 
2 22 00

00 000
1 1
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 ( )
m n

j
B j

j j

T T
SS km x x

k N
= =

= − = − 
2 22 00

00 000
1 1

 

( )

( )

( )

k n

Tr.B ij i j
i j k n

ijk n m k n m
i j

E ijk ij ijr
i j r i j r

k n m k n m

T ijr ijr
i j r i j r

Tr.B T Tr B E

SS m x x x x

x

SS x x x
m

T
SS x x x

N

SS SS SS SS SS

= =

= =

= = = = = =

= = = = = =

= − − +

= − = −

= − = −

= − − −





 

 

2

0 00 00 000
1 1

2
2 0

1 12
0

1 1 1 1 1 1
22 2

000
1 1 1 1 1 1

 

 آزمون کنید %5مثال: در سطح خطای  

 الف( تبلیغات در میانگین فروش مؤثر است  

 ب( تخفیف در میانگین فروش مؤثر است 

 ج( تاثیر متقابلی بین قیمت گ اری و سیاست فروش وجود دارد  

 

 سیاست فروش قیمت گ اری 

 بدون تبلیغ با تبلیغ 

 10 با تخفیف 

11 

6 

5 

 6 بدون تخفیف 

7 

5 

4 

Bکنیم و مانند بدون تکرار مشاهداتابتدا جم  در هر سلول را محاسبه می TrSS ,SS.را محاسبه کنید 

 jT0 بدون تبلیغ با تبلیغ  

 32 11 21 با تخفیف 

 22 9 13 بدون تخفیف 

iT0 34 20  
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k
i

Tr
ii

n
j

B
j

k n m

T ijr
i j r

k n

ijk n m
i j

E ijr
i j r

T T
SS /

n N

T T
SS /

k N

T
SS x ... /

N

x

SS x ...
m

2 2 2 2 2

1
2 2 2 2 2

1
2 2

2 2 2 2 2

1 1 1
2
0 2 2 21 12 2 2 2 2

1 1 1

34 20 54
24 5

4 4 8

32 22 54
12 5

4 4 8

54
10 11 5 4 43 5

2

11 21 9
10 11 5 4

=

=

= = =

= =

= = =

= − = + − =

= − = + − =

= − = + + + − =

+ +
= − = + + + −











Tr.B T Tr B ESS SS SS SS SS / / / /

213
2

2

43 5 24 5 12 5 2 4 5

+
=

= − − − = − − − =

 

MS SS
MS

df
= df SS   منب

 تغییرات)تیمار(

Tr
/

F
/

24 5
49

0 5
= = 

B
/

F
/

12 5
25

0 5
= = 

Tr.B
/

F
/

4 5
9

0 5
= = 

 تیمار 5/24 1 5/24

 بلوب 5/12 1 5/12

 تأثیر متقابل 5/4 1 5/4

 خطا 2 4 5/0

 کل  5/43 7 

Trچون  / , ,F F /0 051449 7 7086=  بنابراین می= میH0باشد  اطمینان  رد  با  و  مؤثر   % 95شود  تبلیغ 

 است.

Bچون  / , ,F F /0 051425 7 7086=  بنابراین می= میH0باشد  اطمینان  رد  با  و  قیمت   % 95شود  شیوة 

 گ اری موثر است.

Tr.Bچون  / , ,F F /0 05149 70 7086=  تأثیر متقابل   %95شود و با اطمینان  رد میH0باشد بنابراین می=

 وجود دارد. 
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 ر نکته : اگر دو خط یکدیگر را قط  کنند تعامل )تاثیر متقابل( معنا دار است و اگر دو خط موازی یکدیگ

تفسیر متغیرهای باید  و در صورتی که اثر تعاملی نامنظم وجود داشته باشد     .باشند تعامل بی معنا است

 . مستقل با احتیاط صورت گیرد

    

 

 به متغیر مزاحمی گفته می شود که محقق تصمیم می گیرد اثر آن را خنثی یا ح ف کند. :  متغیر کنترل

 می تواند اثر متغیر مزاحم را کنترل کند: روش محقق به دو  

از بین   فقط   لاکنترل پژوهشی: با ثابت نگه داشتن متغیر در یك سطح  اثر آن خنثی می شود. مث- 1

 د. وی شدانش آموزان دختر نمونه گیری انجام م 

کنترل آماری: به کمك روش آماری تحلیل کواریانس  اثر متغیر مزاحم مطالعه و از روی نتای  ح ف - 2

  می شود.
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 هشتم فصل 
 ناپارامتری 
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 های ناپارامتری:آزمون

شاود که بر آزاد( اساتفاده میهای ناپارامتری )آمار توزی   هر گاه توزی  جامعه مشاخص نباشاد از آزمون

 باشد. که دقت آن نسبت به آمار پارامتری کمتر است.اساس تعداد می

 ای:آزمون علامت یك نمونه

هاا و اگر توزی  جاامعاه متقاارن بااشااد آزمون میاانگین هم  از این آزمون برای آزمون میااناه میااناه یاا چاارب

توان اساتفاده کرد و ساپس  می
i

(X )− کنیم اگر مثبت باشاد علامت   و اگر منفی باشاد  را محاسابه می  0

Pباشااد که برای میانه ای میدهیم که پارامترهای توزی  دوجملهقرار می  –علامت  = 1
و برای چارکها   2

1
4
3یاا    

4
nqدهیم کاه احتماال موردنظر اساات و اگر  قرار می   ,nP 5 توان از تقریاب توزی   بااشااد می  5

 نرمال استفاده کرد.          

x np
z

np q

−
= 0

0 0
 

شاود  بوده اسات در ساال جاری به علت تغییرات احسااس می 40مثال: در یك جامعه تاکنون میانه برابر 

 تایی انتخاب کرده و اعداد 14ای  میانه تغییر کرده است به این منظور نمونه

− − − − − − − − − − − − −40 45 47 40 33 42 50 39 40 37 49 43 40 46 
/داری بدست آمده است در سطح معنی =0  ا آزمون کنیم.این اعداد ر 1

جواب: ابتدا
i

(X )− کنیم و اگر حاصال صافر شاود علامت آوریم و علامت را تعیین میرا بدسات می 0

 گ اریم.نمی
++−++−−+++ 

pبنابراین   ,n= =1
2 )Bیعنی 10 , )1

npها بیش از بنابراین چون تعداد مثبت210 1
210 5=  اساات  =

 بنابراین؛  

 
P(X ) / P(X ) / / /8 0 1 1 7 1 0 945 0 055 0 1 = = −  = − =  

  0Hگیرد و  و در نااحیاه بحرانی قرار نمی  7چون تعاداد علامات مثبات در نموناه یعنی آماارة آزمون برابر  

  p=5/0و  n=10توان بر اساااس منفی بحار کرد یعنی اولین جاایی کاه احتماال در  شااود یاا میپا یرفتاه می

 باشد.  1/0کمتر از 

/ , , /
P(X C) / C0 1100 50 1 2 = = = 

 شود.پ یرفته می  0Hگیرد و  است بنابراین در ناحیة رد قرار نمی  2ها بیش از چون تعداد منفی

کای مرب   آزمون  می  دو(:)خی  دو  کاربردهای  که  نرمال همانگونه  مربعات  مجموع  دو  خی  توزی   دانیم 

استاندارد است  
df

i
i

(X Z )

=

=
2 2

1
که میانگین آن برابر درجه آزادی و واریانس دو برابر درجه آزادی است   

 شود.های زیر استفاده میدو دارای منحنی چوله به راست که در آزمون فرضتوزی  خی

 :   توافقی جدولهای  ا  1

 cسطر و  rشود برای مواقعی که های آزمونهای استقلال و آزمونهای همگونی )نسبتها( مطرح میکه با نام

http://www.hafezpazhoh.ir/


 تهیه و تنظیم :علی زارعی                                    و کاربرد آن در مدیریتآمار                               انتشارات حافظ پژوه

153 
 

شده   مشاهده  فراوانی  که  باشیم  داشته  انتظار  ijOستون  مورد  فراوانی  رابطة میijeو  از  که  باشد 

i ij

ij

O O
e

n


آید و آمارة آزمون از رابطة  بدست می  =

r c
ij ij

i j ij

(O e )
X

e

2
2

1 1= =

−
=  آید و با بدست می

عدد بحرانی  
2


    با درجة آزادیdf (r )(c )1 1= − شود.در صورتی که  مقایسه می  −
,df

X
2 2



    باشد

H0  توان گفت نسبتها برابر نیست لازم به توضیح است شود و در نتیجه داده مستقل نیستند یا میرد می

ها را با نباشد در این مواق  برخی خانه  5ها کمتر از  ijeرود که هیم یك از  این آزمون در مواقعی بکار می

 کنیم. یکدیگر اددام می

شود و آمارة آزمون از رابطةرجه آزادی برابر یك شود از تصحیح یتس استفاده مینکته: در صورتی که د 

oi ei

ei

(| F F | / )
X

F

2
2 0 5− −
=  آید. بدست می 

 آزمون کنید میزان تحصیلات و جنسیت مستقل از یکدیگر هستند.   %5مثال: در سطح خطای  

D C B A                 تحصیلات

 جنسیت 

 خانم 55 20 15 20

 آقا  35 20 25 10

 

 تحصیلات    جنسیت  D C B A جم 

 خانم 55 20 15 20 110

 آقا  35 20 25 10 90

 جم  90 40 40 30 

 

D C B A       تحصیلات 

 جنسیت         

/
110 30

16 5
200


= 
110 40

22
200


= 
110 40

22
200


= /
110 90

49 5
200


 خانم =

/
90 30

13 5
200


= 
90 40

18
200


= 
90 40

18
200


= /
90 90

40 5
200


 آقا  =
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r c
ij ij

i j ij

(O e ) ( / ) ( ) ( ) ( / )
X

e / /

( / ) ( ) ( ) ( / )
/

/ /

df (r )(C ) ( )( )

= =

− − − − −
= = + + +

− − − −
+ + + + =

= − − = − − =



2 2 2 2 2
2

1 1

2 2 2 2

55 49 5 20 22 15 22 20 16 5
49 5 22 22 16 5

35 40 5 20 18 25 18 10 13 5
8 092

40 5 20 18 13 5
1 1 2 1 4 1 3

 

چون  
/ ,

X / /
2 2

0 05 38 092 7 815=  =    است بنابراینH0با توجه به نمونه     %95شود و با احتمال  رد می

 جنسیت و میزان تحصیلات مستقل از یکدیگر نیستند. 

آزمون کنید بازمانیهای لامپهای خلاء و بلوب بالا و بلوب پائین مستقل از یکدیگر   %5مثال: در سطح خطای  

 هستند.   

 ijOنوع بازمانی   

D C B A  

 بلوب بالا  55 20 15 20

 بلوب پائین  35 20 25 10

 

  D C B A جم 

 بلوب بالا  55 20 15 20 110

 بلوب پائین  35 20 25 10 90

 جم  90 40 40 30 

 

D C B A  

/
110 30

16 5
200


= 
110 40

22
200


= 
110 40

22
200


= /
110 90

49 5
200


 بلوب بالا  =

/
90 30

13 5
200


= 
90 40

18
200


= 
90 40

18
200


= /
90 90

40 5
200


 بلوب پائین  =
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r c
ij ij

i j ij

(O e ) ( / ) ( ) ( ) ( / )
X

e / /

( / ) ( ) ( ) ( / )
/

/ /

df (r )(C ) ( )( )

2 2 2 2 2
2

1 1

2 2 2 2

55 49 5 20 22 15 22 20 16 5
49 5 22 22 16 5

35 40 5 20 18 25 18 10 13 5
8 092

40 5 20 18 13 5
1 1 2 1 4 1 3

= =

− − − − −
= = + + +

− − − −
+ + + + =

= − = − − =



 

چون  
/ ,

X / /
2 2

0 05 38 092 7 815=  =    بنابراین میH0است  احتمال  رد  با  و  بازمانیهای   %95شود 

 لامپهای خلاء و بلوب مستقل از یکدیگر نیستند.

توان شدت  می C: اگر در آزمون استقلال دو صفت وابسته باشند به کمك ضریب توافقی Cضریب توافقی 

Xاین بستگی را مشخص کرد. 

X n
C

2

2
+

= 

                                                    :   ضریب فی  
2

n


 =  

که تعمیم  ضریب فی است    :  ضریب کریمر
 

2

.min ( 1),( 1)

X
V

N K L
=

− −
   

 آزمون نیکویی برازش:

کنند یا ها از توزی  خاصی تبعیت میشود که بخواهیم بدانیم دادهاز این آزمون در مواقعی استفاده می

که   و    oiFخیر.  شده  مشاهده  فراوانی 
ei

F Np=  رابطة از  آزمون  آمارة  و  است  انتظار  مورد  فراوانی 

k
oi ei

i ei

(F F )
X

F

2
2

1=

−
=  1و درجه آزادی از رابطة -p-df=k  آید که در آن بدست میk  تعداد طبقات وp 

تعداد پارامتری که باید برآورد شود. در صورتی که  
,df

X X
2 2


   باشدH0  شود و فراوانی نظری رد می

 کنند.ها از آن توزی  تبعیت نمیو تجربی برابر نیست و داده

 مثال: تعداد کالای تولیدی مشاهده توسط چهار دستگاه به صورت زیر نسبت شده است

D C B A 

50 90 110 250 

 باشدمدیر کارخانه مدعی است که تولید کالا به نسبت اعداد زیر می  

D C B A 

4 6 7 8 

 آزمون کنید تردیدی برای ادعای فوق وجود دارد.  %5در سطح اطمینان 
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ei
F n.p= 

oi
F دستگاه 

13
500 260

25
 = 250 A 

7
500 140

25
 = 110 B 

6
500 140

25
 = 90 C 

4
500 80

25
 = 50 D 

500 500  

k
oi ei

i ei

(F F ) ( ) ( ) ( )
X

F

( )
/

df k p

2 2 2 2
2

1
2

250 260 110 140 90 120
260 140 120

50 80
25 56

80
1 4 0 1 3

=

− − − −
= = + +

−
+ =

= − − = − − =



 

چون  
/ ,

X / X /
2 2

0 05 325 56 7 815=  بنابراین    = می  H0است  احتمال  رد  با  و  مدیر   %95شود  نظر 

 صحیح نیست. 

شود و آمارة آزمون از رابطةنکته: در صورتی که درجه آزادی برابر یك شود از تصحیح یتس استفاده می

oi ei

ei

(| F F | / )
X

F

2
2 0 5− −
=  آید. بدست می 

آزمون   %5ای  کالا معیوب است در سطح خط  15کالای تولید شده یك کارخانه در یك ماه     60مثال: از  

 کند.تبعیت می  2/0کنید کالاهای معیوب از توزی  برنولی با پارامتر  

=NPeiF P oif کیفیت 

12 

48 

2/0 

8/0 

15 

45 

 معیوب

 سالم

  60  

df k p 1 2 0 1 1= − − = − − = .نیاز به تصحیح یتس دارد 
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k
oi ei

i ei

(| F F | / ) (| | / ) (| | / )
X /

F

2 2 2
2

1

0 5 15 12 0 5 45 48 0 5
0 65

12 48
=

− − − − − −
= = + = 

چون  
/ ,

X / X /
2 2

0 05 10 65 3 841=  =  بنابراینH0  می احتمال  پ یرفته  با  و  کالاهای   %95شود  تعداد 

 کند.تبعیت می  p=2/0معیوب از توزی  برنولی با پارامتر  

ایم و تعداد اشتباهات در صفحات ثبت شده صفحه تایپ شده را بررسی کرده  200ای شامل  مثال: نمونه

 کند آزمون کنید آیا تعداد اشتباهات از توزی  پواسون تبعیت می 01/0سطح خطای  است در  

 

 X 0 1 2 3 4 5 تعداد اشتباهات

oiF 

 تعداد صفحات
50 60 50 24 12 4 

 دانیم در توزی  پواسون پارامتر توزی  برابر میانگین توزی  است. همانگونه که می

i i
F X

/
N

0 50 1 60 2 50 3 24 4 12 5 4
1 5

200


  +  +  +  +  + 
= = = 

با استفاده از رابطة پواسون 
x

e
P(X x)

x!




−

=  آوریم احتمالها را بدست می=

 

ei
F NP= 

x
e

P
x!




−

= oi
F X 

62/44 

94/66 

2/50 

1/25 

42/9 

52/3 

2231/0 

3347/0 

2510/0 

1255/0 

0471/0 

0176/0 

50 

60 

50 

24 

12 

4 

0 

1 

2 

3 

4 

5 
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 است بهتر است دو ردة آخر را با هم اددام کنیم   5چون فراوانی نظری ردة آخر کمتر از  

ei
F 

oi
F X 

62/44 

94/66 

2/50 

1/25 

42/9 

50 

60 

50 

24 

16 

0 

1 

2 

3 

≤4 

k
oi ei

i ei

(F F ) ( / ) ( / ) ( / )
X

F / / /

( / ) ( / )
/

/ /

df k p

2 2 2 2
2

1
2 2

50 44 62 60 66 94 50 50 2
44 62 66 94 50 2

24 25 1 16 12 94
2 14

25 1 12 94
1 5 1 1 3

=

− − − −
= = + ++

− −
+ + =

= − − = − − =



 

چون  
/ ,

X / /
2 2

0 01 32 14 11 345=  =   فرض می  H0بنابراین  احتمال  پ یرفته  با  و  تعداد   % 99شود 

 کند.اشتباهات از توزی  پواسون تبعیت می

 :2×2آزمون استقلال در جدول  

 توان به صورت زیر آماره آزمون را بدست آورد: می   2×2در جدول  

 حالت اول 

a+b b a 
 حالت دوم

c+d d c 

 

(ad cb) (a b c d)
X

(a b)(a c)(b d)(c d)

2
2 − + + +
=

+ + + +
 

اگر 
,

X X
2 2

1
   باشد فرضH0  شود و مستقل نیستند.رد می 
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 استفاده کرد.   Zتوان از آمارة  همچنین برای این آزمون می

(ad cb) a b c d
Z

(a b)(a c)(b d)(c d)

− + + +
=

+ + + +
 

|اگر  Z | Z
2


   باشد فرضH0  شود و مستقل نیستند.رد می 

شاود که ابتدا اختلاف دو  : در صاورتی که داده به صاورت زوجی باشاد اساتفاده میدارآزمون رتبه علامت

کنیم و آنها را از کوچك به بزرگ رتبه  آوریم ساپس قدرمطلق اختلافها را حسااب میحالت را به دسات می

های  دهیم و ساپس مجموع رتبهدهیم و در صاورتی که اعداد یکساان داشاته باشایم رتبه متوساط میمی

Tمثبات 
+ 

 
 
 
Tهای منفییا مجموع رتباه  

− 
 
 
 
nآوریم اگر  را بدساات می  15     باشااد توزیT

+
Tیا  

−
  

تقریبااي نرماال اساات باا میاانگین و واریاانس  
n(n ) n(n )( n )

E(T) ,Var(T)
+ + +

= =
1 1 2 1

4 کاه در    24

این صاورت آماره آزمون به صاورت
T E(T)

Z
Var(T)

−
آید و بساته به شارایط آزمون  آزمون صاورت  بدسات می=

 گیرد.می

دول زیر ثبت شاده  دانشاجو توساط دو اساتاد به طور مساتقل شاده و نمرات آنها در ج 15های مثال: ورقه

 دار دارد.آزمون کنید آیا نمرات دو استاد تفاوت معنی %5است در سطح  

14 17 12 20 18 5 11 13 10 15 7 14 19 12 6 
استاد اول 

(x) 

16 15 14 19 20 8 15 11 12 18 6 13 17 13 8 
استاد دوم 

(y) 

2 - 2 2 - 1- 2 - 3- 4- 2 2 - 3- 1 1 2 1- 2 - d=x-y 

4 3 3 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1 
قدر مطلق  

 شدهمرتب

 رتبه فرض 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

15 5/13 5/13 5/8 5/8 5/8 5/8 5/8 5/8 5/8 5/2 5/2 5/2 5/2 5/2 
رتبه  

 اصلی

T / / / / / /

n(n )
E(T)

2 5 2 5 8 5 8 5 8 5 30 5
1 15 16

60
4 4

+
= + + + + =

+ 
= = =
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n(n )( n )
Var(T)

T E(T) / /
Z /

/Var(T)

H : H : d

H : H : d

0 1 2 0

1 1 2 1

1 2 1 15 16 31
310

24 24
30 5 29 5

1 67
17 6310

0
ا   ي

0

+ +  
= = =

− −
= = = = −

= = 
 

   

 

 

 

چون  
/

| z | / z /0 0251 67 1 96=  =    بنابراینH0 شاود و نمرات در اساتاد در ساطح اطمینان پ یرفته می

 دار ندارد.با یکدیگر تفاوت معنی  95%

 :هاآزمون مجموع رتبه

در آزمون پارامتری برای مقایسه یکسان   tآزمون   من ااا وتینی یا آزمون ویلکاکسون جایگزین  Uآزمون 

شود. برای انجام این آزمون ابتدا دو جامعه را با یکدیگر اددام کرد. و  فاده میبودن میانگین دو جامعه است

دهیم ساپس مجموع دهیم و در صاورت یکساان بودن اعداد رتبه متوساط میاز کوچك به بزرگ رتبه می

R)آوریم ها هریك از جوام  را بدسات میرتبه ,R )1 Uهای ساپس آماره 2 , U2   minرا بدسات آورده و  1

nکنیم. اگر آنها را انتخاب می ,n2 18 8     باشد در این صورتU  باشد.تقریباي دارای توزی  نرمال می 

n n
E(U)

n n (n n )
Var(U)

1 2

1 2 1 2

2
1

12

=

+ +
=

 

و آمارة آزمون از رابطة  
U E(U)

Z
Var(U)

−
 آید.بدست می =

 :  Hها آزمون آزمون مجموع رتبه

من ویتمنی اسات و برای مقایساه میانگین  Uیافته آزمون یا آزمون کروساکال ااا والیس تعمیم Hآزمون   

kرود و جاایگزین تحلیال واریاانس در آماار پاارامترنی اساات برای انجاام این جوام  را باا  جاامعاه باه کاار می

دهیم ماانناد حاالتهاای قبال سااپس  کنیم و رتباه میکنیم و از کوچاك باه بزرگ مرتاب مییکادیگر ادداام می

رتباه میمجموع  تعیین  را  هر جاامعاه  کنیم  هاای 
i

(R در    ( رابطاه  کاه  از  آزمون  آماارة  این صااورت 

i

i

k R

n
i

H (n )
n(n )

2

1

12
3 1

1
=

= − +
+
  باشاد آمارة   5ها حداقل برابر  آید اگر حجم نمونهبدسات میH  دارای

است اگر   df=k-1با درجه آزادی   2xتوزی  خی دو  
d,df

H x
2

   .باشدH0 شود و میانگین حداقل  رد می

 یك جامعه متفاوت است.
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یاافتاه  ای بااشااناد و تعمیمهاا حاداقال باایاد دارای مقیااس رتباهدر این آزمون داده   :تجزیاه و تحلیال فریادمن

آزماایش انجاام شااود برای انجاام این آزمون باه هر   kدار اساات یعنی روی افراد ثاابات  آزمون رتباه علامات

هاای  هجاامعاه برابر بااشااد. بناابراین مجموع رتبا kهاا در  دهیم و انتظاار داریم کاه فراوانی رتباهجاامعاه رتباه می

آوریم هر جامعه را بدست می
i

(R سپس آمارة آزمون را از رابطة (
k

i
i

X R n(k )
nk(k )

2 2

1

12
3 1

1
=

= − +
+
   

تعداد جوام  است اگر kهر جامعه و    nآوریم که  بدست می
,K

X x
2 2

1−


شود و حداقل  رد می H0باشد  

   یکی از جوام  متفاوت است.

 %5استاد یکسان است در سطح خطای  3مثال: تحقیق کنید آیا نتیجه ارزشیابی  

 نمرات                                                           

                          

 

 

 

 

 

 

 رتبه ها

III II I  دانشجو 

3 2 1 1 

5/2 5/2 1 2 

3 2 1 3 

3 2 1 4 

3 1 2 5 

2 3 1 6 

5/16 5/12 7 Ri 

III II I  دانشجو 

100 75 48 1 

100 100 30 2 

96 86 100 3 

60 58 33 4 

90 65 60 5 

40 60 20 6 
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n

i
i

X R n(k )
nk(k )

n k

X / / ( ) /
( )

df k

2 2

1

2 2 2 2

12
3 1

1

6 3

12
7 12 5 16 5 3 6 3 1 7 583

6 3 3 1

1 3 1 9

=

= − +
+

= =

  = + + −   + =    + 

= − = − =



 

چون  
/ ,

X / X /
2 2

0 05 27 583 5 991=   %5شود و ارزشیابی اساتید در سطح خطای رد می  H0بنابراین   =

 یکسان نیست. 

 )گردش(:  آزمون ردیف

می آزمون  این  میاز  استفاده  ردیف  بودن  تصادفی  یا  استقلال  آزمون  برای  که  توان  صورتی  در  شود. 

n ,n2 110 10    توان از تقریب نرمال استفاده کرد: باشد می 

n n
E(R)

n n

n n ( n n n n )
Var(R)

(n n ) (n n )

R E(R)
Z

Var(R)

1 2

1 2

1 2 1 2 1 2
2

1 2 1 2

2
1

2 2

1

= +
+

− −
=

+ + −

−
=

 

nتعداد ردیفها یا تغییرات است   Rکه در آن   ,n2  هریك اعيا است.تعداد    1

nنکته: اگر  ,n2  شود. باشند از جدول مخصوص آزمون ردیف استفاده می  10کمتر از    1

آزمون کنید آیا ورود افراد   % 5مثال: مراجعات بر جنسیت به یك بانك به صورت زیر است در سطح خطای  

 از لحاظ جنسیت تصادفی است.

R

n n
E(R) /

n n

n n ( n n n n ) ( )
Var(R) /

(n n ) (n n ) ( ) ( )

R E(R) /
Z /

Var(R) /

1 2

1 2

1 2 1 2 1 2
2 2

1 2 1 2

8
2 2 11 12

1 1 12 47
11 12

2 2 2 11 12 2 11 12 11 12
5 467

1 11 12 11 12 1

8 12 47
1 911

5 467

=

 
= + = + =

+ +

− −     − −
= = =

+ + − + + −

− −
= = = −

 

چون  
/

Z / Z /0 0251 911 1 96=  =    بنابراینH0  شود و ورود افراد تصادفی است با احتمال پ یرفته می

95%. 
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 : ای اسپیرمنضریب همبستگی رتبه

ها از جامعه نرمال دوبعدی باشد در در محاسبة ضریب همبستگی پواسون فرض اصلی این است که نمونه

ای صورتی که متغیرها کیفی باشند یا کمی و به متعلق به جامعه نرمال نباشند از ضریب همبستگی رتبه

دهیم و می گ رتبهاز کوچك به بزر y,xشود که برای محاسبة این ضریب به مقادیر اسپیرمن استفاده می

می متوسط  رتبه  بودن  یکسان  صورت  رتبهدر  اختلاف  سپس  زوج  دهیم  میy,xهای  کنیم. محاسبه 

i xi yi
(d r r )= سپس از رابطة    −

k

i
i

s

d

r
n(n )

2

1
2

6

1
1

== −
−


nشود و اگر ضریب همبستگی محاسبه می   10 

 دهیم. توان از توزی  نرمال تقریب زد و آزمون فرض ضریب همبستگی را انجام میباشد می

s

s
s s

n

E(r )

r
Var(r ) z z r n

n 1
1

0

01
1

1
−

=

−
=  =  = −

−

 

برای آزمون فرض استفاده کرد که کمتر استفاده   tتوان از توزی   کوچك باشد میnلازم به توضیح است اگر  

 شود.می

s

s

r n
t

r

−
=

−
2

2

1
 

 

 را محاسبه کنید.  y,xمثال: ضریب هبمستگی اسپیرمن برای دو متغیر  

x 6 9 7 5 4  

y 2 - 5 - 4 6 7  

x
r 3 5 4 2 1  

y
r 2 1 3 4 5  

x y
d r r= − 1 4 1 2 - 4-  

d
2

 1 16 1 4 16 
i

d
2 38 = 

 
k

i
s

di

r /
( )n(n )

2

1
2

6
6 38

1 1 0 9
5 25 11

= 
= − = − = −

−−


 

 :(ks) آزمون کولموگروف اسمیرنوف

این آزمون برای همگونی یاا نیکویی برازش بین دو فراوانی تجمعی نساابی در آماار نااپاارامتری باه کاار  

رود. برای انجام این آزمون فراوانی تجمعی نسابی مشااهده شاده  می
o

(F و فراوانی تجمعی نسابی نظر  (
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e
(F مای  ( بادسااات  مایرا  ماحااسااباه  را  آناهاا  اخاتالاف  سااپاس  آزماون آوریام  آماارة  کاه  کانایام 

n o e
D max | F F |= nبااشااد و اگرمی  − ,n

D D


   .بااشاادH0  شااود و از آن توزی  تبعیات رد می

 کند.نمی

 حدود تلرانس طبیعی آزاد ا توزی :

جامعه مشاخص نباشاد برای حدود تلرانس دوطرفه  تعداد مشااهدات لازم به طوری  در صاورتی که توزی   

)که با احتمال    )1001 −   درصااد از توزی  بین کوچکتر بین مشاااهده و بزرگترین مشاااهده قرار گیرد و

تقریباي از رابطة
,

x
n ( )( )

2
1 42

4
1
2

−− +



 آید.بدست می  

)  و برای حادود تلرانس یاك طرفاه تعاداد مشاااهادات لازم باه طوری کاه باا احتماال   )1001 −    درصااد از

)log  بین کوچکترین مشااهده و بزرگترین مشااهده قرار گیرد. تقریباي از رابطة  توزی )
n

log( )

1
1





−
=

−
بدسات    

 آید.می

دسات کم   %90مثال: تعداد مشااهدات لازم به منظور حدود تلرانس آزاد ااا توزی  دو طرفه که با احتمال  

 درصد توزی  را در برگیرد را بدست آورید.  95%

, / ,

/ ,

x X
/

/

/ / , % X /

n ( )( ) ( )( )

2 2
1 4 0 1 4

2
0 14

2 2 0 05
4 0 05 4

1 0 95 0 05 90 7 77944

1 1
76

2 2
−− −

− =  = = =

 + = + =




  

 

دست کم   98/0مثال: تعداد مشاهدات لازم به منظور حدود تلرانس آزاد اا توزی  یك طرفه که با احتمال 

 درصد توزی  را در برگیرد را بدست آورید.  90%

/ / , /

log( ) log( / ) /
n

log( ) log( / ) /

− =  = =

− −
= = =

− −

1 0 9 0 1 0 98
1 0 02 1 69

42
1 0 9 0 04

  


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